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1. Uvod

Predkladany material je urcen pro Ctenafe se zakladnimi znalostmi elektroenergetiky a
hlubsimi znalostmi matematické analyzy.

V piedkladaném materidlu je provedeno matematické modelovani nékterych jeva
v tfifazové elektrické siti, a to jak dynamickych (kap. 2 a 3), tak statickych (kap. 4 a 5), t;.
kap. 2 a 3 modeluji okamzité stavy sité spojit¢ se ménici v ¢ase a kap. 4 a 5 modeluji ustalené
harmonické stavy sit¢.

Kapitola 2 popisuje elektromechanicky piechodovy déj, vyvolany zménou zatiZeni
synchronniho turbosoustroji, tj. zménou elektromagnetického momentu na jeho htideli,
projevujici se kyvanim hiidele, tj. rozkmitdnim thlové frekvence sité.

Kapitola 3 popisuje elektromagnetické prechodové déje na vedendi sité, tj. vinovou rovnici
homogenniho vedeni s rozlozenymi parametry, tj. Sifeni proudovych resp. napétovych vin
podél vedenti sité.

Kapitola 4 popisuje analytické feSeni napétové stability zatézovaného trifazového vedeni
sité a kapitola 5 popisuje numerické resp. analytické feSeni ustdleného bezporuchového resp.
poruchového chodu obecné €i radidlni sité, a to pfi zanedbani pficnych parametrii vedeni,
pficemz vypocet bezporuchového chodu sité je formulovan stru¢néji, na rozdil od vypoctu
poruchového chodu sité, ktery je formulovan podrobnéji.

Jako dodatek je v predkladaném materidlu uvedena matematickd formulace optimalizace
Lagrangeovymi multiplikatory, uzivané k optimalizaci nékladi vyrabéného ¢i piendseného
vykonu, tj. k optimalizaci fazeni zdroju a chodu sité, a matematickd formulace Fourierovy
transformace, uzivané k popisu poruch harmonického pribehu proudu resp. napéti site.

Predkladany materidl neobsahuje matematicko fyzikalni popis elektrickych stroji a
ptistroji, s vyjimkou pohybové rovnice synchronniho turbosoustroji.




2.  Elektromechanicka dynamika synchronniho turbosoustroji

Pro thlovou rychlost, kolisajici okolo své ustalené hodnoty a ji ptislusny thel:

d d d? 2

6(t) = w(e) t +6(t) d—te(t) = w () +E‘S(t) @H(t) = d—tz(S(t)
2

Aw(t) = %G(t) = w(t) = w(w) + Aw(t) %w(t) = %G(t)

zapiSme pohybovou rovnici (d’ Alembert) otacejici se hiidele synchronniho turbosoustroji:
d
Aaw(t) + Bw(t) = My, — M, My, = M,,, + Bw () M, = Csin6(t)

a dosad’me (viz vyse):
2

AW(Y(t) + B(w(o0) + %6(1:)) = M,, + Bw(o) — Csin§(t)

a uvazujme maly thel:
2

d d
AF(S@ +B Es(t) + C5(t) = My,
a dale ptredpokladejme:
B

20 = — 2

. . A ﬁ
pak rovnici dostaneme ve tvaru:
2

d d
—70(0) + 2a—-6(6) + B28(t) =

C M,,
- =— A B 2> p?
2 4 y ,B,C >0 a>pf

kde: M} —hnaci moment
M,,, — mechanicky moment
M, — elektromagneticky moment
A — moment setrvacnosti
B — tlumici konstanta
C — synchronizacni konstanta

a jeji charakteristickou rovnici resp. feSeni homogenni rovnice pak dostaneme ve tvaru:

A2 +2ar+B%=0 A =—a+a?—p? Ay = —a—+Ja? — B2

resp.

5(t) = ¢ (t)etrt + ¢, (t)et2t

d
%5(1:) = Ac; (et + A e, (H)et2t + ¢ () ettt + ¢, (t) et

d2
Ec?(t) = A2c,(t)e*t + A3c, (et + 2,6, (et + 2,0, (t)et2t

které nasledné dosadime do rovnice s pravou stranou:
Aici (et + 1,6, (et + (A2 + 2ah; + B2 (DeMt + (A3 + 2al, + ), (et =y

a po dosazeni za koteny charakteristické rovnice:

A2+ 2ad; + % =a? —2aJa? — B2+ a?— p? —2a% + 2aJa? — B2+ B2 =0
2%+ 2ad, + B% = a? + 2a/a? — B2+ a® — B2 —2a% — 2a\Ja? — B2+ B2 =0




obdrzime k feSeni nasledujici soustavu linearnich rovnic:

() eMt+ () et2t =0 (volitelnd podminka metody variace konstant)
A161(8) Mt + 2,6,(t) et2t =y

a z jejich Wronskianii:

W= zf;it ;szzﬂtzt = (1 = Ap)elhrh)t
w=[0 ] = e wo=| o O =rer
urcime derivace variovanych konstant:
Ww. — w.
c1(t) :#:ﬁe—ht 2 (t) =Wz=u2y?1)€_'12t
které nasledné integrujeme:
ye Mt

14 j—lt
cqi(t)=—— | e Mldt =————+ &k
O =G W=y T

—A,t
)4 J'“ ye 2

) =———<|eMtdt=—r——+k

2(8) (A — Ay) Aoy —2y) 2

a dosadime do feSeni homogenni rovnice, ¢imz obdrzime feSeni rovnice s pravou stranou:

— )4 Aqt Y Aot — Ayt Ayt
6(t) /11(/12—11)-“{16 +ﬂz(/12—/11)+kze kie’ ' + kye’2t + ky
oo Y Y _ Mp,
3= ===

M, B C

Prvni dvé konstanty uvedeného feSeni urc¢ime feSenim nésledujici soustavy linearnich rovnic:

6(0) = k1+k2 +k3
d

t.:
ky + ky=8(0)— ks
ks + Ak, = Aw(0)
tj.:
w=|, /11| = (A=A = —%w/BZ—ALAC £ 0
1 2
180 —ky 1]
A R L S RCORYSE IO
1 8(0) —ks|
W2=1, o) | =490 = 46(0) ~ ki)
o Wi 10000 — k) — Aw(0) o Wa _ 4(0) ~ 2,(5(0) ~ ko)
Tw (2 — A1) two (2 —21)




Ptredpokladejme naopak:
Pt = Ja o= - = [wf = joo

pak ndm feSeni rovnice s pravou stranou piejde do tvaru:

8(t) = kye(Tati@olt ¢ | e(mamj@olt } o = (k e/@ot + kye~I@ot) et + kg
a dale ze vztahi:

lime ™ =0 = §&(o) =k A5(0) = 8(0) —6(0) #0

t—>o0

Ay — A4 = —2jw, Ay + A4 = -2a
2, 48(0) — 4w (0) N _ Aw(0) — 2,45(0)
e —2jw, 2T —2jwy
ky + k, = 46(0) ky — k, = 2000 +@45(0)
JWo
(ky + k) t + j(ky — ky) sin wot = A5(0) e+ A0 L sinwgt
1 2) cos wot + j(kq 2) sinwyt = (cos wy o (AS(O) a) sin wyt)
d 0—d250—0 2a Aw(0 25(0) = A0—1 25(0
700 =-560)=0 = 20¢40(0)+760)=y = Aw(0)=5_(y—4£75(0)
Aw(0) _%(V—ﬁzrf(o)) =By A "
B8O " s -  —2pe-ps@) 2@

plyne aktualizace vySe uvedeného obecného feseni, tj. feSeni partikularni:

1
5(t) = 45(0) (cos wyt + ~ (@ — wy) sinwyt) e~ + §(o) 5(0) = 45(0) + 6(c0)
0
Zaved’'me thel ¢:
1
0T S g
pak:
a? — w? 1 1 w?
1 2 -1 - =
+( 2aw, ) + tg?¢ sin?p  w?
sinwyt  sin(wgt + @)
cos wyt + = -
tg o sin @
tj.:

5(t) = Aw(0) e~ wisin(wot + @) + §(0)
0

d
—&(t) = Aw(0) e~ (cos(wot + @) — isin(a)ot + ¢))
dt Wy




2

d a
F(S(t) = —a Aw(0) e~ (cos(wyt + @) — w—sin(a)ot + ¢)) —
0

—Aw(0) e % (w, sin(wyt + @) + a cos(wet + @)) =
2

a
= —Aw(0) e~ * (2a cos(wot + @) + (wy — a)_) sin(wyt + @))
0

Reseni pohybové rovnice spolu s jeho prvni a druhou derivaci dosadme do pohybové rovnice:

2

w2 —a
—2a Aw(0) e~ % cos(wyt + @) — Aw(0) e‘“t(ow—) sin(wot + @) +
0
2

a
+2a Aw(0) e % cos(wyt + @) — Aw(0) e™t2 w—sin(a)ot + @) +
0

2
+ Aw(0) e~ f)—sin(a)ot +o)+y=y
0

a tim proved'me zkousku jeho spravnosti. Po dosazeni je pohybova rovnice splnéna, nebot’:
p?—2a?—wi+a?=p%*—a?—-p*+a?>=0

Zaved’'me thly i a 9:

¢ el =g+
- = — (p
wo tgY
pak:
TN U S S &
w2 tg2)  sin2Y  w?
sin(woet + @)  sin(wet +9)
cos(wpt + @) + =) = SN
t.:
d _ —at B . _ B . .
—38(t) = Aw(0) e ™™ —sin(wet +9) = dw(t) = —sind =1
dt Wy Wy
takze:

w(t) = w(o) + Aw(0) e~ wﬁsin(wot +9)
0

wi(0)

o)

- >t

Pfipomefime, e vys$e uvedené feseni pohybové rovnice je platné za podminky 4AC > B2
pfi naristu (Aw(0) > 0) malého zatézného uhlu § a v kterém w, predstavuje thlovou
frekvenci kyvani rotoru.




t.:

3. Elektromagneticka dynamika prenosu vykonu dopravni trati

Uvazujme element dx homogenniho elektrického vedeni délky [ modelovany I'-¢lankem

i(t.x) R dx Ldx  j{tx+dx)
u(tx) u(tx+dx)
G dx — Cdx

pro ktery plati dle 1. resp. 2. Kirchhoffova zédkona nésledujici rovnice

0
—i(t,x) + G u(t,x) dx + Cau(t,x) dx+i(t,x+dx) =0

d
—u(t,x) + Ri(t,x +dx) dx + Lai(t,x +dx)dx+u(t,x+dx)=0
tj.:
l(t x+dx)—i(t,x)

= G u(t, x)+Ciu(t X)
dx
B u(t,x +dx) —u(t,x)

6
I —RL(tx+dx)+L

l(t x + dx)

z nichz za predpokladu i(t, x) = i(t, x + dx) dostaneme tzv. telegrafni rovnice

_ 0
—al(t,x) =Gu(tx)+ Cau(t,x)

. J .
—au(t,x) =Ri(t,x)+ Lal(t,x)
2

0 02
—ﬁi(t,x) =G au(t,x) + Cat axu(t,x)
2 2

0
—Wu(t,x) = l(t x)+L

L(t x)

2

0 2
%0 l(t x)=G —u(t x) + Ca > u(t, x)
2

=R g L o
FIEP: u(t, x) —l(t x) + —i(t, x)

10




Z vyse uvedeného Ize sestavit nasledujici vinové rovnice, tj. rovnice hyperbolického typu:

L . 1 0% B Jd . Ai —0
ﬁl( ) X) C_zﬁl(t'x) gl(t,x) i(t,x) =
2 0?2 0
ﬁu(t,x) - ;Fu(t,x) - Bau(t,X) —A u(t,x) =0
1
c2=ﬁ B = (RC + LG) A=RG

fesitelné pii znalosti soustavy pocatecnich podminek a okrajovych podminek I. druhu:

(0.0 = Y () (6,0 = (0
%i(o, x) =, (x) i(t,D) = v(t)

u(0,x) =y (x) u(t, 0) = p ()
Su(0,9) = 4, () u(t,) = v, ()

kde ¢ je rychlost Sifeni viny a B je konstanta tlumeni viny. Uvazujme feSeni parcidlnich
rovnic ve tvaru:

i(t,x) = I(x)el®t u(t,x) = U(x)el®t
d . d .
&i(t, x) = jowl(x)el®t Eu(t, x) = joU(x)el®t
a—Zi(t x) = —w?I(x)e/®t a—Zu(t x) = —w?U(x)e/®t
atz T otz

kde I a U jsou fazory proudu a napéti, pak dosazenim uvazovanych feSeni do parcialnich

rovnic dostaneme rovnice obycejné:

2 2

d d
510 = p* 1) =0 SV -p*U) =0

tj. jejich charakteristické rovnice resp. obecnd feSeni dostaneme ve tvaru:

A2—p?2=0 A1, =1p p’ =R+ jol)(G+jwC)=ZY
resp.
I(x) = c,eP* + c e P U(x) = czeP* + c,e7P*
d
§I(x) = pc,eP* — pce P* Tx U(x) = pczeP* —pc,e™P*

a dosazenim uvazovanych feSeni vinovych rovnic do telegrafnich rovnic dostaneme rovnice:

d , d _ .
—al(x)=GU(x)+]wC U(x) —aU(x)—RI(x)+]wLI(x)

11




ti.proZy,=+Z/Y aY¥Y, =./Y/Z miuzeme fazor proudu vyjadfit pomoci fazoru napéti takto:

100 = — =Ly = = Y2 (crer — cpempr) = — L (yer* — cpePr)
Zdx z ¢ * Z, *

Uvazujme okrajové podminky u:

d d
al(o) = pky — pk; au(o) = pks — pk,
tj. dostaneme soustavy nasledujicich linearnich rovnic:

pki —pk, ==Y U(0)  pksz —pk, =—-Z1(0)

jejichz feSenim ur¢ime uvedené konstanty:

1 1
ey = 5 (1(0) = ¥, U(0)) ks = - (U(0) — Z,1(0))

e = 5 U1(0) + YoU(0)) ke =3 WO) + 201 (0)

Urcené konstanty dosadime do obecnych feseni vySe uvedenych obycejnych vinovych rovnic:

I(x) = I(0) coshpx — Y,U(0) sinh px = y;(x)
U(x) = U(0) coshpx — Z,1(0) sinh px =, (x)

¢imz obdrzime partikularni fazorové feSeni vinovych rovnic splitujici podminky i a p.

Uvazujme okrajové podminky v:

1
—I(l) = — (kseP' — kge™Ph)
Z

Ul)= kseP' + kge

pak feSenim vySe uvedené soustavy linedrnich rovnic uréime uvedené konstanty:

1 - 1 !
ks = > (W) —ZyI(D)) e ke = > (WD) + ZyI(D)) e?

12




Urc¢ené konstanty dosadime do vyjadieni fazoru proudu pomoci fazoru napéti a obecného

feSeni vlnové rovnice pro napéti:

I(x) =I(l)coshp(x — 1) = Y,U(l) sinhp(x — 1) = ¢;(x)
U(x) =U) coshp(x —1) — ZyI(l) sinhp(x — 1) =, (x)

¢imz obdrzime partikularni fazorové feseni vinovych rovnic spliujici podminky ¥ a v.

Zanedbejme nyni nasledujici parametry, tj. R = G = 0, pak vinovou impedanci, parametr

§ifeni a konstantu tlumeni dostaneme ve tvaru:

L 1 ] _2mnf  2m _ .
Zo—\/;=zo=70 p=joVLC =j—==j—=jp

a vlnové rovnice za podminek u resp. v ve tvaru:

I(x) = I1(0) cos px — jY,U(0) sin px
U(x) = U(0) cospx — jZyI(0) sin px
resp.
I(x) =I()cosp(x —1) — jY,U(D) sinp(x — 1)
U(x) =U)cosp(x —1) —jZI(D) sinp(x — 1)

pak miizeme vyjadrit impedance na konci a poc¢atku vedeni nésledovné:

_u) U | Zy+jZytgpl

VA

7, = —= = =
N0 PUI0)  T°Zo + jZi tgpl
tj. pro:
Zk == ZO = Z == ZO

a pro vedeni nakratko:

21
Z,=0 = Zp=jZOtgpl=jZOtg71

tj. pro [ =§/1:
- 7T -
Zp=JZot87 =JZo
tj. pro [ =§A:
. 3 .
Z, =jZo gy = —JjZo
. 1
tj. pro [ —ZA.
) s
tj. pro [ =%/1:

Z,=jlytgm =0

13




a pro vedeni naprazdno:

Z = lim Z, = —j = —
A
tj.pr0l=%/1:
. Zo
Z,=—-j—F=-jZ,
th
tj.pr0l=§/1:
. Zo
Zy=—j—3 =]
thT[
. 1
t].prol—le.
Z
ZP__._(;T:O
tg?
tj.prolzél:
. Zy
p:—]tg—nzoo

Provedme jesté zkousku konzistence telegrafnich rovnic s vlnovymi rovnicemi, tj.

z telegrafnich rovnic ve fazorovém tvaru ur¢eme druhou derivaci fazoru proudu:

2

d
ﬁl(x) = (RG + jwCR + jwLG — wLwC) I(x)

kterou kdyZ dosadime do proudové vlnové rovnice ve fazorovém tvaru, dostaneme rovnici:

2

d
WI(X) — (RG + jwCR + jwLG — wLwC) I(x) =0

ktera je jisté splnéna, totéZ analogicky plati 1 pro druhou derivaci fazoru napéti, dosazenou do

napét'ové vinové rovnice ve fazorovém tvaru.

Zavérem poznamenejme, ze pii znalosti pribéhu funkei i(t,x) a u(t,x) lze urcit
okamzitou ztratu ptendSené¢ho vykonu pohlcenou odporem a svodem vedeni a okamzitou

velikost energie akumulovanou v induk¢nosti a kapacité vedeni:

l l

p,(t) = j(R i2(t,x) + G u?(t, x))dx War (t) = %f(L i2(t,x) + C u?(t,x))dx
0 0

14




4. Napétova stabilita prenosu vykonu dopravni trati

Ptredpokladejme harmonické symetrické zatizeni tfifazového vedeni, modelovaného danou

impedanci, napajen¢ho zdrojem udrzujicim stalé harmonické napéti v napajecim bode¢:

E 1 U
1 ‘.f. Y
Sq 5

pak dle 2. Kirchhoffova zdkona pro fazory sdruzenych napéti plati:
E-U=+V3ZI
a po roznasobeni vy$e uvedené rovnice ¢initelem v3I* dostaneme:

S,—S=3Z1I
tj.:
IS, — S| =31z| I?

tj. pro Z2 = R?+ X? a §% = P2 + Q2 po povyseni obou stran vySe uvedené rovnice na
druhou dostaneme:
S2 —§2—2-312(RP + XQ) = (312)22?

a po roznasobeni vyse uvedené rovnice prevracenou hodnotou &initele 3/? dostaneme:

2

2 _ 2 _ _ZS_
E*—U? —2(RP +XQ) = 2*

a po dal$im roznasobeni vyse uvedené rovnice ¢initelem —U? dostaneme tzv. nosovou kfivku:
1
Ut —2 (EEZ —(RP+XQ)) U? = —Z?%S*

tj. pro a = %Ez — (RP + XQ) af = Z%S? dostaneme:

f)=U*-2aU?+B =0
t.:
U*—2aU?+a?—a?+B=0
tj.:
(V) = a? - B

15




Polozenim derivace funkce f nule ur¢ime napéti Uy, v kterém funkce nabyva maxima Py:

df
=AU —4aU=0 = Ui=a

pro které plati:
a?—2a*+ =0 = a*=p
t.:
1
ZE4 — E*(RPy + XQo) + (RPy + XQ0)* = (R* + X*)(P§ + Q)
tj.:
1
ZE4 — E?(RPy + XQo) + R?PZ + 2RPyXQ, + X2Q3 = R?P¢ + X2P} + R?Q% + X?Q3
tj.:
1
ZE4 — E?(RPy + XQy) = X?P? — 2RPyXQy + R?Q3 = (XPy — RQ,)?
tj. pro Py # 0 a ucinik cos ¢:

1
(X —Rtgp)?P¢ + E*(R + X tgp)P, _ZE4 =0

Daéle ur¢ime diskriminant vysSe uvedené kvadratické rovnice o parametrech R, X, E, ¢:

E*Z?
D = E*(R +Xtgg)® + (X~ Rtgg)E* = E*Z*(1 + tg*p) = 55> 0
a jeji koteny:
E%Z
2 - -
. —E“(R + Xtge) + cosp _ E*(Z — (Rcosg + Xsing)) o5t > 0
o1~ 2(X —Rtgp)? ~ 2(Xcosg — R sing)? ¢
E%Z
2 - 4
o —E“(R + Xtgp) — cosp _ E*(Z + (Rcosp + Xsing)) <0
02— 2(X —Rtgp)? - 2(Xcosp — R sing)? cose
jejichz vyjadieni dava smysl pii splnéni nasledujicich tfi podminek:
T
@€ (_E'E) PX #+ QR Z + (Rcosg + Xsing) > 0
pfiCemz druhy kofen nema smysl uvazovat, pak limitni pracovni bod [Py, U,] uréime
nasledovné:
b E*(Z — (Rcosg + Xsing)) cos U2 = Z P
0 2(Xcosp — R sing)? ¢ " cos¢

tj. uvazujeme-li pouze Cinnou zaté€z pii zanedbani odporu, tj. ¢ =0 a R = 0, dostaneme
limitni pracovni bod ve tvaru:
E? U? E
Py=—=— Uy =X Py=—
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Z vyse uvedeného plyne, ze pohybuje-li se pracovni bod s rostoucim zatizenim vedeni
zleva doprava po modré casti nosové kiivky, tak je napéti na konci vedeni stabilni, prekroci-li
vSak pracovni bod svou limitni pozici, pak se bude pohybovat s klesajicim zatizenim vedeni
zprava doleva po Cervené ¢asti nosové kiivky pii sou¢asném kolapsu napéti na konci vedeni:

U4

g‘“
oY

Nosova krivka

Uvazujeme-li PX = QR, pak ndm vySe uvedena kvadratickd rovnice piejde za podminky

R, X > 0 do linearniho tvaru:

tj.:

kde:

Ug

_ 2p2 2 )_( _1 4 _
(X = X)’PS + E*(R+ X ) Py = 7E* =0

P—1E2
R ° 4

_Z P
~ cos ¢

= POZR(

ATz () = () Jare -

4

E)Z U E
- = e
27 072

2

N

27 2
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5.  Elektricky periodicky vykon

5.1.  Periodicky harmonicky vykon

Stredni hodnotu redlného vykonu harmonického napéti a proudu urc¢ime nasledovné:

1 (T 1 (T
P= —f u(t)i(t)dt = —f Uy sin(wt + @) Isin(wt) dt =
T 0 T 0

T
= %f (cos((p) —cosRwt + <p)) dt =
0

Ul
T (2wTcos(p) — sin(QwT + @) + sin(g)) = Ulcosg

kde wT = 2m, U a I jsou efektivni hodnoty napéti a proudu, tj. Uy, = V2U a I, = V21, w je
uhlova frekvence a ¢ € <_§'§> je fazovy posuv napéti vici proudu. Hodnota fazového

posuvu je urCena parametry elektrického obvodu piendsejiciho vykon, tj. rezistanci,
indukénosti a kapacitou, kosinus fazového posuvu cosg € (0,1) se nazyva Ucinik.

Redlny vykon P = Ulcosp lze matematicky interpretovat jako redlnou cast
komplexniho vykonu S = Ul a imaginarni vykon Q = Ulsing pak lze matematicky
interpretovat jako imaginarni ¢ast komplexniho vykonu. Imaginarni vykon lze fyzikélné
interpretovat jako energii, ktera se obvodem béhem periody pieléva tam a zpét (a zplsobuje v
casti periody zdpornou hodnotu okamzitého redlného vykonu), coz je zpusobeno tim, ze
elektricka energie v jedné Casti periody v kondenzétoru (kapacité), resp. civce (indukcnosti),
vytvafi elektrické, resp. magnetické pole, a v druhé Casti periody pak tato pole zanikaji a
stejnou energii vraceji zpét do obvodu. Imaginarni vykon na rozdil od realného vykonu tedy
nekona zadnou vyuzitelnou praci, proto se nazyva jalovy vykon, redlny vykon se pak nazyva
¢inny vykon, pficemz norma komplexniho vykonu se nazyva zddnlivy vykon. Zdanlivy vykon
lze také chépat jako nejvétsi mozny vykon dosaZitelny pfi nulovém fazovém posuvu, t.
jednotkovém uciniku (odporovy charakter obvodu). Podle toho, zda mé obvod indukéni nebo
kapacitni charakter, tj. zda je fazovy posuv kladny nebo zaporny, miize byt jalovy vykon na
rozdil od ¢inného vykonu jak kladny tak zaporny, pokud napéti predbihd proud (indukéni
charakter), je vykon kladny, pokud se napéti zpozd'uje za proudem (kapacitni charakter), je
vykon zaporny. Piestoze jalovy vykon nekona zadnou vyuzitelnou préci, obvodem se prenasi
a pusobi tak ztraty ¢inného vykonu, tj. snahou tedy je pfendseny jalovy vykon minimalizovat
uzitim tzv. kompenzatorii uciniku. Komplexni vykon Ize zapsat jako soucin fazoru napéti a

komplexné sdruzeného fazoru proudu:

S =UI" = Ue/@*®)e~% = Ule/? = Ul(cose + jsing) = P + jQ, tj. S = \/P2 + Q2
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V tiifazové siti pak dostaneme § = 3UfI" = V3UT*, kde Uy resp. U jsou fazory fazového
resp. sdruzeného napéti. Okamzitou hodnotu vykonu harmonického napéti a proudu uréime
nasledovné:

s(t) = u(t) i(t) = Uysin(wt + @) I,sin(wt) = UI(cos<p — cos(2wt + <p)) =
= P(1 — cos2wt) + Qsin2wt = p(t) + q(t)

kde cos(2wt + @)) = cos2wtcosp + sin2wtsing a s(t),p(t),q(t) jsou okamzité hodnoty
zdanlivého, ¢inného a jalového vykonu. Stfedni hodnotu ¢inného resp. jalového vykonu

harmonického napéti a proudu pak uré¢ime nasledovné:

_ 1 (T p (T
Pz—fp(t)dtz—f (1 —cos2wt) dt =P
T J T Jo

resp.

_ 17 Q (T
Q:T_I;Q(t)dt:?j; sin2wtdt =0

tj. z nulové stiedni hodnoty jalového vykonu plyne, Ze jalovy vykon na rozdil od ¢inného

vykonu nekoné zadnou vyuzitelnou préci, ¢imz je dokdzano vyse uvedené tvrzeni.

5.2.  Periodicky neharmonicky vykon

Okamzitou hodnotu vykonu periodického napéti a proudu urcime jejim rozvojem ve
Fourierovu fadu nésledovné:

s@®) =u®)i(t) = z U, L,cosq, + Z U, L,sing,, = Z P, + Z Q,
n=0 n=0 n=0 n=0

kde ¢, = nwt a kde:

T

1 (T 2 (T _ 2
Uply = Tf u(t) i(t)dt, U,l, = Tf u(t) i(t) cosp, dt,U,I, = ?f u(t) i(t) sing, dt
0 0 0

pron = 1,23,
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Veliciny Uy, I, Uy, Iy, @, nemaji fyzikalni vyznam, jsou to matematické ekvivalenty

harmonického priabéhu. Vzhledem k tomu, Ze z Parsevalovy rovnosti plyne:

——f Z(t)dt—ZUzlz 2 Z"ZJFZQ%:P2+Q2
n=0 n=0 n=0
zavadi se tzv. deformacéni vykon D = ,/S? — P? — Q2 generovany vy$8imi harmonickymi

napéti a proudu, pak dostaneme zdanlivy vykon S = ,/P? + Q2 + D? a ckvivalentni G¢inik

P. . . . o o1 s Lo
A= 3 jakozto analogie k harmonickému pribéhu napéti a proudu.
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6. Vypocet ustaleného chodu sité

6.1. Bezporuchovy chod obecné sité

Zkonstruujme vykonovou bilanci v i-tém uzlu sité o n-uzlech:

Sl=\/§ULIL*=ULZYL]*UJ*=Pl+lQL kde i,j=1,...,7’l
tj.:
fi(ﬁ' P) = Uiz Y;;Uj cos(p; — p; — a;j) = P;

fin(U, @) = Uiz Y;;Ujsin(g; — 9; — a;;) = Q;

Vypocet chodu sité¢ pak spofivd v feSeni vySe uvedené soustavy nelinearnich rovnic
uzlovych komplexnich vykonovych bilanci pro velikosti a uhly napéti v uzlech napf.
Newtonovou iteracni metodou podle véty o pevném bodé, zarucujici existenci jistého okoli
feSeni s vlastnosti, ze lezi-li v ném pocateni aproximace feSeni X, tvofena jmenovitymi

~ro e ;e . . v ;1w v ;= Fr e
napétimi a nulovymi thly, algoritmus konverguje s piesnosti € k feseni X = [U, ¢].

Funkce f; mizeme totiz aproximovat pomoci prvnich dvou clenti Taylorova rozvoje

nasledujici linearizaci:

fi(Zpe1) = fi(%) + dfi(%) dfi(%p) = Vfi(%) (Xps1 — %p) t=1...2n
kde p je pocitadlo iteraci a df; je totdlni diferencial funkce f; v daném bodé€ ptedstavujici

tecnou nadrovinu k funkci f; vdaném bod€ a Vf; je gradient funkce f; v daném bod¢

predstavujici smér maximalniho rustu funkce f; v daném bodé¢ a pro vektorovou funkci f pak

muiiZeme zapsat pro X, dostate¢né blizké feseni x:
f(’_epﬂ) = f(’_‘)p) +](£p)(£p+1 - ’_C)p) <€

kde J je Jacobiho matice vyjadiujici obecnou derivaci vektorové funkce f v daném bod¢:
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1=lo’

o

tj. kde pro ;; = @; —@; —a;jai, j,k = 1,..,n plati

—U; Z ayx +Uiaqq

k
P, =
Unan1
|02 ) bue = Uiy
| k
Q(p =
ll Unbnl

kde:

aij = U]Yl] Sinlpij b” = U]Yl] COSlpij

Uain

_Un z Ank + Unann
k

_Ul bln ]
|
I
|

Un Z bnk - Unbnn
k

z bnk + Cnn
k

din

cij = U;Yij cosiy; dij = U;Yy;sinyy;

tj. Jacobiho matice vySe uvedené soustavy nelinedrnich rovnic je singuldrni, regularity

dosdhneme vypusténim uhlu napéti libovolné vybraného uzlu sit€é ze seznamu proménnych

spolu s vypusténim bilan¢ni rovnice ¢inného vykonu vybraného uzlu ze seznamu rovnic, tj.

vypusténim odpovidajiciho sloupce a fadku matice s tim, ze vypustény Uhel napéti, v tzv.

referencnim uzlu, pak musime zadat, napt. jako nulovy, k némuz se pak vSechny dalsi uhly

napéti ostatnich uzll sit€¢ budou vztahovat, a ve vybraném uzlu pak lze dopoctem vyrovnat

bilanci ¢inného vykonu v siti.
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6.2. Bezporuchovy chod radialni sité

Zkonstruujme vykonovou bilanci i-t¢ vétve sité propojujici uzly i a i+1:

2

P? + Q?
S;—Siy1 =V3WU; - U, DI} = 3Z; \/_U* =Zi%
i
tj.:
2
+ Q7
fl (PL,QL,UZ)—P R; U—l=Pi+1
i
Q 2 P? + Q}
[P0 Qo UD) = Qi = Xi=— = Qs
l
U? 2 2 P Ql
fl(PUQU )_U —Z(RP+XQ)+Z UL+1

U i

Vypocet chodu sité pak spo€iva v postupném feSeni vySe uvedenych soustav nelinedrnich
rovnic vykonovych bilanci tokd cinnych resp. jalovych vykonli po vétvich sit€¢ spolu s
napétim v jejich krajnich uzlech, a to napt. Newtonovou iteracni metodou. Derivace funkci f;

muizeme aproximovat pii zavedeni pomérnych jednotek (|U;| = 1) pro R;, X; < 1 nasledovné:

af R; off R; off St

=1-2P— =1 =—2Q;— =0 =R;— = AP,
o, ‘u7 ag - ¢ ug auz = M7 l
of;? X, of° ofe  s?

=-2P,— =0 =t+t=1-2 =1 =X — = AQ;
aP, ‘u? 0 Q‘ uf out Ut &
afy z? afy 72 af’ St
—=-2R;—P—) =0 —=-2(X;— =0 =1-7}— =1
aP, (R lUiz) 20, Xi—Q l) TR Ly

t]. determinant Jacobiho matice vySe uvedené soustavy nelinearnich rovnic je ptiblizné roven

YoM v

jedné a soustava je tedy jednoznacné feSitelna.
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6.3. Poruchovy chod sité

Predpokladejme zdroj tfifazového harmonického napéti pracujici do sité s uzemnénou

nulou pies podélnou impedanci do mista elektricky vzdaleného tfifdzového zkratu:

U, (t) = Upysin (ot + @)
up(t) = Upsin (wt + a — %n)

u.(t) = Upysin (ot + a + gn)
pak pro okamzité hodnoty proudu a napéti dle Kirchhoffovych zédkont plati:

(a(8) + 15(0) +ic(6) = 0
d d d
Ua(®) = Rig(®) + Lo 7 ia(6) + M ip (1) + T 1c(6))

kde R resp. Ly je odpor resp. indukénost dané faze a M je vzajemnd indukcnost zbylych dvou
fazi, pak pro L =Ly — M a i, = i, dostaneme linedrni diferencialni rovnici prvniho fadu

s pravou stranou:

d
Laik(t) + R i, (t) = Upsin (wt + a)

a obecné feseni ji prislusSné homogenni rovnice ma tvar:

i (6) = c(t) e Tt
t.:

d .. _R, R _R,
Elk(t)zc(t)e L —zc(t)e L

Vyse uvedené feseni spolu s jeho derivaci dosadime do vychozi diferencialni rovnice:
_R, _R, _R,
Lé(t)eI"—Rc(t)e T +Rc(t)e T° = Uy, sin(wt + a)

tj.:

U R U R
c(t) = ij eL'U,, sin(wt + a) dt = Z_Zl eL! (R sin(wt + @) — wL cos(wt + a)) + k
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a po dosazeni variované konstanty do obecného feSeni homogenni rovnice obdrzime obecné

feSeni rovnice s pravou stranou:

. Um . —Et
ip(t) = 7z (R sin(wt+a) —wL cos(wt+a)) +ke T

t.:
_t
sinflwt+a—¢)+ke =

U

(F) =
i () 7
kde Z2 =R*+ X%, X =wL,7=L/Ratge = X/R > 0, takze ¢ € (0,7/2).

Pro X >> R, tj. ¢ - n/2, uvazujme v okamziku vzniku zkratu, tj. t = 0, pruchod

napéti zdroje nulou, tj. @ = 0, pak:

U
ik(0)=—7m+k=0

a obecné feseni pak po dosazeni uvedené pocate¢ni podminky piejde k feSeni partikuldrnimu:

U t
i (t) = 7m (e” T — cos wt)

t
tvofenému stejnosmernou slozkou, tj. e =, a stiidavou slozkou, tj. cos wt, z kterého pak lze

odvodit zékladni charakteristiky ¢asového pribéhu zkratového proudu, tj. ustaleny, narazovy
a oteplovaci zkratovy proud.
Ustdaleny zkratovy proud definujme jako efektivni hodnotu stfidavé slozky casového

prabéhu zkratového proudu:

T
IZT—U’Z" ‘wt d
k _ﬁ cos“wt at
0
tj. pro U,,, = \/ZUf:
oY 1_l_sinZouT
k=7 2T
takze pro T — 0:
Un
Iy = —
KTz
resp.proT = 1/f,tj. T = 2m:
U
Ik=_
V3z

kde U = V3 U je efektivni hodnota sdruzeného napéti.
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Narazovy zkratovy proud definujme jako maximalni hodnotu casového pribéhu

zkratového proudu, tj. v ¢ase t = m/w = 0,01 sekundy pti cosm = —1:

Lim = VZ I,(1 + =) =

Oteplovaci zkratovy proud definujme jako efektivni hodnotu c¢asového prubéhu

zkratového proudu:

T
I, T=2I% f(e—§ — coswt)? dt = Lo = V2 Iy/A% — 2AB + B?
0

T

1 t T T
A% = T_] e 2T dt = ﬁ(l - B_ZT)
0

T
Bz_lj‘ ) tdt—1 1+sin2wT
=7 ) costwtdt =50+ =00
0
T
AB—lf - tdt = ! 22 ST SR Tet
=7 e’ T Ccosw _1+a)21'2(wT o e’ T( coswT e™7))
0

limA? = limB? =limAB =1
T-0 T—-0 T-0

Jim 4 = Jim 45 =0, Jim 57 =

Z urceni vyse uvedenych limit plyne, Ze pro dobu trvani zkratu T — 0 konverguje I}, —
0 a pro dobu trvani zkratu T — oo konverguje I, = I, takZe ekvivalentni oteplovaci proud
se sdobou trvani zkratu T po odeznéni stejnosmérné slozky blizi k hodnoté razového
zkratového proudu.

Cleny 2A? resp. 2B? pro T — oo odpovidaji ¢asové zavislému tepelnému ucinku &isté
stejnosmerné resp. Cisté sttidavé slozky zkratového proudu, ¢len 4AB zpocatku osciluje okolo
nuly, tj. stfidaveé zesiluje resp. zeslabuje tepelné ucinky obou slozek, jeho vliv odezniva

v zavislosti na tlumeni stejnosmérné slozky az po urcité dob¢ trvani zkratu:
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f(AB) — 2A

— 4AB
28

2
1,5

1 - = -
0,5

0 Tls]

0,01 0,05 0,1 0,15 0,2

0,5

Priibéh slozek ekvivalentniho oteplovaciho zkratového proudu

Pro ucéely modelovani nesymetrickych poruch ptejdeme od redlné fazové soustavy [a, b, c]

k virtudlni fazové soustavé [0,1,2] o netoCivé, sousledné a zpétné slozce pomoci nésledujici

transformace:
Ea 1 1 1 EO EO +E1 +E2
Eb == 1 aZ a El = EO +a2E1 +aE2
EC 1 a a2 EZ Eo +aE1 +a2E2
kde:
2 2 2 1 V3
a=e]§”=cos§n+jsin§n=—§+j7 a’>=1
4 4 4 1 V3
az=e’§”=cos§n+jsin§n=—z—j7 a*=a

(a2=1)=jV3a (1-a) =jV3a? al+a+1=

pak determinant transformac¢ni matice je:

detA:a4+2a—3a2=3a(1—a)=3aj\/§a2:3j\/§a3:3j\/§¢0

Dale uréime inverzni transformac¢ni matici:

1 1 17" 4 [An A As] g1 11
1 a? a = JetA Ayr Ay Azs =§1 a a?
1 a a? €A Az, Ass 1 a* a
kde:
Ay =a—a? A, = a—a? Az = a—a?
A21:a_a2 A22:a2_1 A23:1_a
A31=a—a2 A32=1—a A33=a2_1
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a provedeme zkousku:

M1 o1 111 [ 3 a?+a+1 a*+a+1] 1 0 O
§1 a? alll a a?|=z|a?+a+1 2a®+1 a% 4+a+1|=[0 1 0
1 a a?ll1l a® a a’?+a+1 a*+a+1 2a°+1 0 0 1

pak provedeme-li inverzni transformaci:

Eosl 11 1 17| Ea 1+a*+a 0
E; =§1 a a?||a?El==|1+a3+a3|=|E,
E, 1 a®> all|aE, 1+ a* + a? 0
za predpokladu soumérné fazové soustavy [a, b, c]:
E,=E, E, = a’E, E. = aE,
dostaneme:
EO - O El == Ea Ez == 0

Vyse jsme popsali transformace pro fazory napéti, ty identicky plati i pro fazory proudu,
takze pak mizeme zapsat model poruchy v okamziku vzniku poruchy, kde soumérné napéti
zdroje je pokryté tbytkem napéti na soumérnych impedancich mezi zdrojem a poruchou,

zpusobenym nesoumérnymi poruchovymi proudy, a nesoumérnym napétim v misté poruchy:

Ea Zaa Zab Zac Ia Ua
Ep|=1Zba Zbb Zpc||Io|+ |Up
Ec an Zcb ch Ic Uc
t.:
1 1 1 EO Zaa Zab Zac 1 1 1 IO 1 1 1 UO
1 a? al|lEi|=1|Zba Zbp Zpc||1 a? allL|+|1 a®* al|Us
1 a da*llE Zea Zop Zedll a a?ll 1 a a%llu,
tj. po jeho vynasobeni inverzni transformaci zleva pro soumérné impedance dostaneme:
0 1 1 1 1 Zaa Zab Zac 1 1 1 IO UO
Ei|= 3 1 a a*||Zva Zop Zpc||1 a®* al||L|+]|Ui]|=
0 1 a*> a Zea Zep Zeclll a a? I, U,
a pro identické diagonalni resp. mimodiagonalni impedance Z; resp. Z pak dale dostaneme:
Zg+ 27 0 0 Iy Uy
0 0 Zg—Z11I, U,
tl.proZy =Zyg+2ZaZ, =272, =74 — Z plati:
0 Zolp + Uy
El] = lel + Ul
0 ZyI + U,

Vyse uvedeny model poruchy je ve tvaru 3 rovnic o 6 nezndmych, tj. 3 nezndmé musime

vzdy zadat, pak mizeme modelovat jednotlivé typy poruch:
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ttifdzovy zkrat (symetricka porucha), pro ktery plati U, = U, = U, = 0, 1.

Uy 1t 1 17[0 0
U1=§1 a a*|lof=[o] = U,=U;=U,=0
U, 1 a? allo 0
by gt 1 1yf | p[1+a®+a] [O
L|==[1 a a?||a®1, =3 1+ad+ad|=|l,)| = Lf=l,=1
I, 1 a? allal, 1+ a*+a? 0
0 Zolp +0
E1]= lel+0 = E1=Z111
0 Z,I, +0

dvoufazovy zkrat, pro ktery plati I, = 0,1, = —I.,, U, = U_, tj.:

U, 1 1 1 111U, 1 U, +U, + U,

U1 =—[1 a a? Ub = — Ua+an+a2Ub = U1 =U2
3 2 3 2

Uz 1 a a Ub Ua+a Ub+an

Iy 1 1 1710 0
1 2V

L|==|1 a a? Iy |=—=1 Jjlp = Li=1, =—jV3
3 2 _ 3

I, 1 a* a I

—jlp
0 0 +U,
El = Z111 + Ul = El = (Zl + Zz) 11
0 —Z,5, + Uy

dvoufdzovy zkrat zemni, pro ktery plati [, = U, = U, = 0, tj.:

Ul ¢ 1 1][Usd] 1[VUa
Uil==|1 a d?|]|0 =3 Ul = Uy=U =0,
U, 1 a* allo U,

0 1 1 111k Iy+1L+1,
[Iblz[l aZ a][[:l]: 10+a211+a12 = IO+11+12=0

I, 1 a a?ll Iy + al; +a?l,
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0 Zoly + Uy
ZoZ,
El = lel + Ul = El - (Zl + ﬁ) 11
ol lzn+u, 0ot 22
nebot’ pro:
L=—(+13) Zoly = Zy1;
plati:
Zy+ 7, Zy0, Zy + ZOIOZZ 2022 ZyZy
Uy = —Zoly == —(lp +
Zy+ 7, Zy+ 7, ZO+Z2 Y70+ 7,
z ¢ehoz dale plyne
Uy Zy1 U Zoky
IO = == 12 ==
Zy Zy+Z, Z2 ZO + 7,
tj.:
Zyl Zoly,  a*(Zy+Zy)—(aZy+Z
Ib=— 211 +a211 011 (0 2) ( 0 2) 11=
Zy+Z, ZO +7Z, Zy+ Z,
(@ -a)Zy+ (a® — 1)22 B \/_ Z
B Zo+Z, B Z, +Z2
Z,14 , Zoly a(Zy+Z,) — (a%Zy + Z;)
I.=— t+al;—a = 1=
Zy+Z, Zy+ 7, Zy+ Z,
a—a*)Zy+ (a—1)Z Zy—a*Z
— ( ) 0 ( ) 211 =]\/§ 0 211
Zy+Z, Zy+ 7,
tj.:
Zo—a%Z, — Zy + az2 a’j\3 Z2 37,
I.+1, = jV3 = N |
ety = V3 Zo + Z, h= ‘/_Zo+zz Zo+25 "

jednofazovy zkrat, pro ktery plati U, = I, = I, = 0, tj.:

0 1 1 111U Uy +U; +U,
Upl=|1 a® al|Ui|=|Us+a%U;+al,| = Uy+U +U,=0
Ud 11 a a1 Uy + aU, + a?U,
1o 1 1 11[l] 1[la
Ll==|1 a a?|]|0 =3 Iyl = Lf=1,=3]
_12 1 az a 0 Ia
01 [Zoly + U,
E||=|Z14 + Uy = Ei=Zy+Z,+2Z,) 1,
ol lz,1, +U,

nebot’”:

UO + Ul + UZ = _ZOII +E1 _lel _2211 = O
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preruseni jedné faze, pro které plati I, = AU, = AU, = 0, .

AUpl q[1 1 1][AU] 1[AUa 1
AUl :§ 1 a aZ 0 :§ AUa = AUO :AUl :AUZ :§AUa
AUZ 1 a2 0 AUa

0 1 1 1 IO 10+11+12
[Ib]:[l aZ a]|:11]: 10+a211+a12 = 10+11+12:0

IC 1 a az 12 IO +a11 +a212

0 Zoly + AU, 7.7
042
E,| = |Z111 +4U; = E, = (Z, +Z ~ ) I,
ol lz,1, + au, ot 22
pozn.:  analogie dvoufazového zkratu zemniho

preruSeni dvou fazi, pro které plati AU, =1, = I, = 0, tj.:

AUb = [1 a2 a AUl = AU0+a2AU1+aAU2 = AUO+AU1+AU2 = 0
AU, 1 a a%ll4U, AUy + adU; + a?AU,
10- 1 1 1 1 Ia 1 Ia 1
L =§1 a a?||o0 =3 Ig = IO=11=12=§Ia
I, 1 a? allo I,
0 Zyly + AU,
El] = lel + AUl = El = (ZO + Zl + Zz) 11
ol |z, + au,

pozn.:  analogie jednofdzového zkratu
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Pro zobecnény model poruchy:

E1=Z11=(Z1+AZ)11

kde AZ chapeme jako elektrickou vzdalenost ekvivalentni symetrické poruchy od mista

poruchy, pak poruchové proudy pro jednotlivé typy poruch mizeme dale prehledné vyjadrit:

Lf=1 AZ =0 Ly=—jV3l, AZ=12,
Z Z ZyZ:
Ly, = —jV3 Z" :‘2211 AZ = 201222 L =3l AZ =Zy+ Z,

Pro Z,=27Z,=jX, a Z,=jX, muzeme vyjadfit vztahy mezi nesymetrickymi
poruchovymi proudy a poruchovym proudem symetrickym:
E, E,
3f 1 7 ] X,
E, __ X% 3
Zo+Zi+7Z, (Xo+2X) ¥ X,
X

11f=311=3

V3
sz——]\/_11=—]\/_Z _I_Zz——]\/_ I3 = ]21
1
aZy | — aZ, E,
2fz '] ZO+Z2 ] Zo+Z2 7 ZOZZ
1t Zo+ 27,
—aX X X, (Xy — aXy)
:_\/— 1 1 i :_.\/g 1
TV X+ X1y 2 KX T VR Ky + XD + KoK,
1t Xo+X;
X0,
X X,
_f\/_zx Tx, ! =35 Xy
2X +1
1
Xo 3 . .
X——)O = Ilf:EI?’f IZfZ: ]\/Eali?,f :_E(3+]\/§)I3f
1
Xo , , a? 1 .
X—1—>1 = Ilf:I3f szZ:—]\/gj\/E ?I3f:_§(1+]\/§)13f
X V3
o = Ly=0 Lys ==~ Iy
1
1 1 V3| V3
—5B+jV3)|=V3 -5 +jV3)| =1 |—j7 =—
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7. Lagrangeova optimalizace

M¢éjme optimalizacni ulohu:
fiR" >R f(X) = rpi(rllf(ic’) QcR?
XE

kde X, je optimum, Q vymezuje oblast piipustnych feSeni optimum obsahujici, a f
predstavuje objektivni funkci.

Uvazujme optimaliza¢ni tllohu s nasledujici oblasti pfipustnych feSeni:
FGR*>R™ Q={XeR"§g® =0} m<n (1)
kde f, g; jsou spojit€ diferencovatelné funkce a dale zaved'me tzv. Lagrangeovu funkei:
F:R"™ > R F@Q)=f@+agx) zZ=[xal (2)

kde slozky vektoru & jsou tzv. ,,Lagrangeovy multiplikatory*, pak za pfedpokladu linearni
nezavislosti vektort Vg (%), ...,Vgm(¥) je nutnd podminka existence lokalniho extrému

funkce (2) v bodé Z, ve tvaru V F(Z,) = 0, j.:

oF  of dg;
— == @=L =0
axi axi - axi
J
oF _ .

kdei € {1,—,n}, j €{1,—,m}.
Zaménime-li v oblasti pfipustnych feseni (1) rovnost za nerovnost, tj. piejdeme-li od
omezeni ve tvaru rovnosti k omezeni ve tvaru nerovnosti, miizeme se vratit zpét k omezeni ve

tvaru rovnosti ekvivalentnim vyjadfenim nésledujicich omezeni a Lagrangeovy funkce

zavedenim pomocné proménné y:
Q={ZeRYg@D+7=0} 3)

F@O=f@+a(@@D+y) z=[xyada (4)
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spolu s ekvivalentnimi nutnymi podminkami existence lokalniho extrému funkce v bodé¢ Z,:

oF _ of dg;

axl’ axi + - a] axi
]

oF _  _4
LN

Uvazujme nyni obecné omezeni Ulohy pouze ve tvaru: (1 = {55 € ]R{"|55 > 6}, pak pro

optimalni vnitini resp. hranicni bod z Q plati:

: af
Vi x5 >0- =0
axol-
resp.
3j 0 of >0
, = -
J xo} axoj -

kde i,j € {1, —, n}, takze ziejm¢ pro libovolny optimalni bod z Q plati:

of

Vi xg ——
axol-

=0 (5

tj. pak mizeme nutnou podminku existence lokalniho extrému funkce v bodé X, zapsat
pomoci (5) ve tvaru:

ViR =0  %.Vf(Z) =0 (6)

Vzhledem k vySe uvedenému dostaneme pro X = Oa y = 0 nasledujici soustavu nutnych
podminek existence lokalniho extrému funkce (4) analogicky s (6) v bodé Z:

a—F>6 % a—on
ax = 0" 9%
a_F>6 5} a_on
0y — °" 9y
JoF | | . -
ﬁ=g(xo)+y0=0
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a upravou uvedenych podminek miZeme vypuSténim pomocné proménné y vyjadfit nutné
podminky existence lokalniho extrému funkce (2) v bodé Z, na oblasti vymezené nerovnostmi

v tzv. ,,Kuhn-Tuckerové® kompaktnim symetrickém tvaru:

0% = o = Y- 5z=0 (D
G#Z) <0 do =0 dy. GFE) =0 (8)

a bod Z, je tzv. ,,sedlovym* bodem funkce (2), tj. Lagrangeova funkce v ném nabyva svého
minima resp. maxima vzhledem k proménnym X resp. @ a dle (8) plati F(Z,) = f(X,), takze
X, je ziejm& hledané optimum kriterialni funkce f na oblasti vymezené omezujicimi
podminkami ve tvaru nerovnosti.

Sedlovy bod funkce (2) pak ziskdme feSenim soustavy n+m nelinedrnich rovnic o nt+m

neznamych urcené skalarnimi souciny (7) a (8) s nasledujici Jacobiho matici:

_[H E
J= [F G
kde:
[OF 0%F 0*F
_— + xl _2 xl
|ax1 axl axlaxn |
H = : :
d%F oF N OZF}
*n 0x,0x, 0x,, *n ox2
0 291, 99m
L ox, L ox,
E=| : - :
090 O9m
" 0x, " 0x,
L9 09
Lax, Lox,
F = : . :
y 9m o 99m
™ 9x, ™ 0x,,
g, - 0
G=|: - :
0 “ Im
Pro % # 0a g; # 0 je zfejme vySe uvedena Jacobiho matice regularni, pak podle véty o

pevném bod¢ existuje jednoznacné feSeni zminéné soustavy nelinearnich rovnic.
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7.1.  Optimalni chod sité

Uloha minimalizace ztrat pfendSené¢ho ¢inného vykonu siti o n-uzlech je optimalizacni

uloha minimalizace nasledujici objektivni funkce zévislé na velikostech a thlech uzlovych

napcti:
L1 ,
f(U;<P)=Z z 2 (Pij + Pyy)
ie{1,-n—1} je{i+1,-n}
kde:
Pij = AijUiZ - UlpUU](AU COS aij — BU sin aij)
Pji = ALJPLZJUJZ - UlpljUj(Al] CosS aij + BU sinaij)
resp.
Qij = Bile'Z - UlpUU](BU COoS aij + AU Sil’la’ij)
Qﬁ = BUPLZJUJZ — UlpUU](BU COS al-j _Al] sin aij)
a
R;; Xii ynom
Aij =Z—lzj Bi; =Z—lzj Zh =Ry + XL ay=0i—9; by :UL”W uiem z uprem
ij ij J

a kde P;j resp. Q;; je Cinny resp. jalovy vykon vytekajici z i-t€ho uzlu smérem do j-t€ho uzlu
po vetvi o parametrech R;j, X;; pfepoctenych k i-tému uzlu. Piipustna feSeni jsou vymezena
nasledujicimi nerovnostmi:

Iij < Iir}lax

Uimin < Ui < Uimax

Pro doplnéni ur¢eme nasledujici derivace:

af
au;, A;j(U; — pijUj cos aj)
l
of
30, = Pudij(PijUj — Ui cos ay)
j
af af |
d¢; - C0¢; = AijUip;jUj sinay;
‘ J

tj. derivace objektivni funkce dle velikosti napéti ma fyzikalni rozmér proudu a derivace

objektivni funkce dle uhlu napéti ma fyzikalni rozmér vykonu.
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7.2.  Razeni zdroji

Uloha minimalizace naklad vyrabéného &inného vykonu je optimalizaéni uloha
minimalizace provoznich a najizdécich nakladl na vyrobu objemu elektrické energie daného
predikci jeji spotfeby uvazovaného obdobi vzorkovaného zvolenymi fezy, tj. plan tazeni
zdrojii a jimi generovanych vykonl pokryvajicich predikovanou spotfebu v kazdém fezu

daného obdobi.
Objektivni funkci danou souctem provoznich a najizdécich nékladl zdroji integrovanych

pres dané obdobi vyjadiime nasledovné:

fPx)= ) ) (A +BP(O + GPE(©) +Di(1 -
t i

AT(t)

) x(t)

kdei € {1,— N}, t € {1,—,T} a P;(t) resp. x;(t) je vykon resp. stav i-tého zdroje v Case 1,
dale A;, B;, C;, D; resp. AT;(t) a t; jsou ptislusné nakladové koeficienty resp. doba odstavky a
Casova konstanta exponencialniho nardstu najizdécich nakladi i-tého zdroje v Case ¢, a dale N
resp. T je pocet zdroju v siti resp. pocet €asovych fezli uvazovaného obdobi nasazeni zdroji.
P,x jsou matice nezavisle proménnych objektivni funkce fddu N, T a jejich ptipustna

feSeni jsou vymezena nasledujicimi nerovnostmi resp. rovnosti:
Pimin < Pi < Pimax
PNIGEIORIAG!
i

kde i € {1,—,N} a C(t) predstavuje predikci spotieby v piislusném fezu uvazovaného

obdobi.
f(P) f(P)
| D —
A= 15000 /,»’"
B=150
C= 1:5 ’_//
| F,ﬂ’

> 15000 1<~
o
.y - ]
~__  [-B2C A-B'C) _— /
— s 11250—- |
)
|
)
|
|
[
)
|
f
|
'
¢ P J
100 50 0 50 0
Priklad pribéhu provoznich resp. najizdécich nakladii
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8. Fourierova transformace

Uvazujme mnozinu realnych funkci H = {f | f — spojitdna{(a,b)}, kde f : R > Ra{a,b) € R,
a pro libovolné funkce f, g € H definujme jejich skalarni soudin:

b
f-g=ff<t)g<t) dt

pak mnozina H tvoii Hilbertiv prostor. Pfedpokladejme déle:
pCH dimH = oo dimp=n feH fn€p n=123--

a necht mnozina E = {ey, - } tvofi ortonormalni bazi H a sy, -+, S, jsou soufadnice f,, vzhledem k E,
pak miizeme provést nasledujici ortogonalni rozklad f:

If—fnz=(f—fn)-(f—fn)=f'f—2f'fn+fn'fn=f'f—2f'ZS-ei+ZS?=

- f*z(f eHZw el”ZS ‘Z(f I

= f f+Z((f e) = si)’ —Z(f €’

i

si=fre = If—fn|2=f'f—2(f'ei)2=If|2—|nt2 > fE2IR2 > f~f
Imlf ~f?=0 = IfF=Ifl = fxfo=)(frede i=lw=n

Zaved'me dale komplexni exponencialu:

dz dz
z=cosy+isiny = d—y=—siny+icosy=i(cosy+isiny)=iz = 7=idy

1 .
f;dz=ifdy = Inz=iy = z=eV

o(x,y) = Xty = gXely = e*(cosy +isiny) =e*cosy+ie*siny = @r.(x,y) + ipm(x,y)

0QPre OPge
ox dy _ e*cosy —e*siny 5 y sy
0Qim O0pm| le¥siny e*cosy = (e*cosy)? + (e*siny)? = |e |
0x dy

a dokazme nasledujici tvrzeni:
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Tvrzeni: f:R - R H ={f|f — spojitana(0,T)} (0,TYS R
{1, cos wt, sinwt, cos 2wt , sin 2wt , cos 3wt, sin 3wt, -+ } — ortogonalni bze H

Diikaz: nm=123,:-

1 1 1 1
2 — | «in2 — _ - _ -
fsm nwtdt = nwfsm xdx 2nwf(l cos 2x)dx Zna)fdx 4nwfcosydy
= 1( 1'2>—1<t L sin2 t) = ¥s(0)
=5 X 2sm x =3 2nwsm nwt | = Y5
1 1 , 1 1 [
fcosznwtdt=—fcoszxdx=—f(1—sm2x)dx=—fdx——fsm2xdx=
nw nw nw nw
x 1 1 1 1 1 1
=%—%<x—§sm2x>=%(x+§sm2x)=E<t+%sm2nwt)=lp6(t)

dx dy

X nw dt nw y X

in? nwt dt = s (T) (0)—1<T sinnZn) 1(0 sinO)_T
sin“notdt = s ¥s(0) =3 2new ) 2 ~2

2 Fdt = o (0)_1<T+sinn27r) 1(0+sin0)_T
cos*nwtdt =Yg ¥s(0) =7 2nw ) 2 ~2

o\‘ﬂo"ﬂ

T
fdt=(T—0)=T
0

n2m

T
1 1

Jsinnwtdt=—f sinxdx = —— (cosn2mr —cos0) =0
nw nw

0

0
nam

T
1 1
fcosna)tdt = —f cosxdx = —(sinn2m —sin0) =0
nw nw
0

0
n+m:

sinnwt sinmwt dt = %f cos(n —m)wt dt —%f cos(n + m)wtdt =
1 1 1 1 1 1
= z-[cosxdx —%fcosydy = (Zsinx —%siny) = (%sinat—%sinbt) =,(t)
cosnwt cosmwt dt = %f cos(n —m)wt dt +%f cos(n + m)wt dt =
1 1 1 1 1 1
= chosxdx +ﬁfcosydy = (%sinx +%siny) = (gsinat +%sinbt) =1, (t)

sin nwt cos mwt dt = %f sin(n + m)wtdt + %f sin(n —m)wtdt =
1 1 1 1 1 1
=5 siny dy +%f sinxdx = — (gcosx + %cosy) = — (Ecosbt + %cosat) =3(t)
cosnwt sinmwt dt = %f sin(n + m)wt dt — %f sin(n —m)wtdt =

_1 invd 1f_d_<1 1 )_ (1 btl t)— ©
=5 siny dy a sinx dx = 2bcosx 2acosy = cos 2acosa =1,

2b
——mot=at Do —mimet=bt Loy
X=NnN—m)wt=a dt—a y=mrm)wt = dt_
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1(1_( )2 1.(+)2)1<1
2aSln?’l m)cm bilnn m)sm o \g

T
f sinnwt sinmwt dt = ¥, (T) —Y,(0) =

0

in 0 1'@—1m 0)—=(0-0) =0
sin ,sin0) =- 3 =

f cos nwt cosmwt dt = P, (T) — P,(0) =

0

1(1
2\a

1 1/1
sin(n —m)2m + —sin(n + m)Zn) — = (—
bT 2\a

. 1
sin0 + —sin0

—100 10 0)=0
5sin0) =50+ 0 =3(0+0) =

f sinnwt cos mwt dt = P5(T) —P3(0) =
0

_ 1(1 (n + m)2 +1 ( )2)+1(1 0+1 0)_ 1(1+1>+1<1+1>_
= —5|jcos(n +m)2m +—cos(n —m)2m | + 5 (- cos geos0)=—cl +-)+5(;+7)=
T
f cosnwt sinmwt dt = Y, (T) — P, (0) =
0
_ 1(1 )2 1 2)+1(1 0 1 0)_ 1(1 1) 1(1 1)_0
=-3 bcos(n m)2m acos(n m)2m > bcos acos =—5;72) 32372 =
Dusledek:
{\/1_ ://__cos wt,\/\/:sm wt,%cos Zwt,\/‘/:sm Zwt,\/\/:cos 3wt, \/\/:sm 3wt,: } - ortonormalni baze H
pak mtizeme psat:
f) = Z a, cos nwt + b, sinnwt neN

T

1
w=7[r®d o -

0

0
T

2
Tff(t) cosnwt dt b, =
0

T

2

Tff(t) sinnwt dt n =123,
0

=

PpOzZh.:

cos(nwt + ¢,) = cos ¢, cosnwt — sin @, sin nwt

=  a, =cosg, b, =—sing, = ai+bi=1

enwt 4 =Wt — (cosnwt + i sinnwt) + (cos nwt — i sinnwt) = 2 cos nwt

elnwt

— et — (cosnwt + i sinnwt) — (cosnwt — i sinnwt) = i2 sinnwt

. an i —1
a, cos nwt + b, sinnwt = > (en@t + gminwt) —

1

1
=3 (a, — ib,)e™®t + = (an + ib,)e @t =

2
2¢, = (a, —ib,) = ?f f(t)(cosnwt —isinnwt) dt =
0

2
2¢, = (a, +iby) = ?_[ f(t)(cosnwt + isinnwt) dt =

40

l?n(einwt _

e—inwt) —

inwt —inwt
(c e + che )

T
1 .
n=;fﬂwé””dt
0

T
1 .
= ?j f(t) et dt
0




tj.:

oo

t) = c, enot nevz ay, = ¢y = f — stredni hodnota
n 0 0

— 00

Dvé posledni vyse uvedené sumy predstavuji Fourierovu fadu v goniometrickém resp.
exponencialnim tvaru, vyjadiujicim rozklad funkce.

Nasledujicim zptisobem lze pak zavést spojitou Fourierovu transformaci uzitim limitnich pfechodu:
Tw=2r = (T->o = w-0) =2 now=w=do =

= lim Tc, = lim
T—oo

T—oo

f(te notde = f f(t) e @tdt =F(w) =

I
N e T

[ee)

= f(t) = lim iTﬂc pinwt :i C lim Tc. em®t g, :i fp(w) 29t d o)
T—co 21T n 21 TS N o

—00 —o0

pozn.: F(w) — spektrum (obraz) f(t) w — Ghlova frekvence
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