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Introduction

Dans ce mémoire, nous étudions la théorie spectrale dans les algébres de
Banach avant d’y définir un calcul fonctionnel analytique qui respecte les
propriétés algébriques et spectrales. Enfin, nous nous intéressons a la théorie
récente des opérateurs hypercycliques.

Dans un premier temps, nous définirons les algébres de Banach et la no-
tion de spectre qui généralise celle de valeur propre pour les opérateurs dans
un espace vectoriel de dimension finie. Nous démontrerons alors la formule
du rayon spectral qui met en lien les propriétés algébriques et topologiques
d’une algebre. Nous étudierons ensuite les opérateurs compacts pour lesquels
nous avons une description simple du spectre avant de terminer par quelques
exemples détaillés dont les isométries.

Dans une seconde partie, nous verrons la construction du calcul fonction-
nel analytique associé a un élément x d’une algébre de Banach. Pour un tel
élément et pour un polynoéme P(X) = >",_,apX* € C[X], il est naturel de
définir P(z) = Y}, axz”. En reprenant la formule de Cauchy vue en analyse
complexe, nous donnerons un sens a f(x) pour une fonction f holomorphe
dans un voisinage K du spectre de x. Pour cela nous commencerons par dé-
montrer I'existence d’un chemin entourant K pour lequel la valeur de 'indice
est connue puis nous définirons l'intégrale des fonctions a valeurs dans une al-
gebre de Banach. Nous retrouverons alors plusieurs propriétés dont certaines
déja connues dans le cadre des polynomes. Une application de ces résultats
sera donnée par le théoréme de décomposition de Riesz qui nous sera utile
dans la troisiéme partie.

Notre derniére partie débutera par une introduction aux espaces vecto-
riels topologiques (evt). Cela nous permettra I’étude des opérateurs hyper-
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cycliques, c’est-a-dire des opérateurs 1" définis sur un evt séparable X pour
lesquels il existe des éléments x € X d’orbite {T"(z), n € N} dense. Nous
verrons notamment plusieurs critéres d’hypercyclicité, I'un d’eux nous four-
nissant une condition suffisante simple que nous utiliserons a travers deux
exemples. Enfin, nous donnerons un résultat de connexité sur le spectre d’un
opérateur hypercyclique.



Chapitre 1

Théorie élémentaire des algébres
de Banach

1.1 Définitions et premiéres propriétés

Dans cette section, nous commencons par donner la définition d’une al-
geébre de Banach. C’est dans ce cadre que nous nous plagons pour les deux
premiers chapitres.

Définition 1.1.1. - Une algébre A est un K-espace vectoriel (K =R ou C)
muni d’une multiplication associative et distributive, c’est-a-dire :

Va,yzeA x(yz) = (xy)z, (r+y)z =2z +yz,2(y+ 2) = 2y + 2

et tel que :
Ve,y € A, VA € K, AMzy) = z(\y) = (Ax)y

- On dit qu’une algébre A est normée si on peut la munir d’une norme ||.||
vérifiant :

Vr,y € A, lzyll < [yl (1.1)

- Si de plus (A, ||.||) est complet on dit que A est une algébre de Banach.

Par la suite on supposera que A est munie d’une unité e pour la multiplication
c’est-a-dire telle que Vo € A, ze = ex = x et vérifiant de plus |le|| = 1.
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Un élément x € A est dit inversible si dy € A tel que zy = yx = e. On note
alors y = 27! et G(A) désignera I'ensemble des éléments inversibles.

Pour une algébre de Banach A on définit :

p: AxA — A . (1.2)
(x,y) — wy

D’aprés les propriétés de A, application p est bilinéaire et 'inégalité (1.1)
entraine que ||p(z,y)|| < ||z||||y]|, ce qui montre que p est continue.

Donnons d’abord deux exemples classiques d’algébres de Banach :

Exemple : Soit K un compact. On considére C(K) I'espace vectoriel des
fonctions continues sur K a valeurs dans C, muni du produit usuel de fonc-
tions, d'unité 1 : x € K — 1 et de la norme ||.||» qui en font une algebre
de Banach.

Exemple : Soit (£, ||.||g) un espace de Banach sur K. Soit B(F) l’ensemble
des opérateurs continus de £ dans E. Alors (B(E),+,.,0,].||) est une algébre
de Banach d’unité I (application identité) ou I'on a posé

+: B(E)xB(E) — B(E)
(T,S) — (e E—T(x)+ S(x))
Cx B(E B(E)

et pour T' € B(E), |T]| = sup [|[T(2)|g-

Les deux théorémes suivants interviennent dans de nombreuses preuves. Nous
retrouvons notamment ’expression d’'un inverse a l’aide d’une série entiére.

Théoréme 1.1.1. Soient A une algébre de Banach et x € A.
Si||z|]| <1 alorse+z € G(A) et (e+x) =37 (—1)"a".

n=0
Démonstration. L'inégalité |zy| < ||z||||y]| Vz,y € A entraine en particulier

que Vn € N, ||z"|| < [jz||*. Mais alors |[[(—1)"z"|| < ||z]|™ ce qui montre
que la série Y2 (—1)"2™ est absolument convergente (car ||z|| < 1) et donc
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convergente par complétude de A.
On pose S, = > p_o(—1)* 2% et S =>"32,(—=1)*z". On a clairement

(e+2)S, =e+ (—=1)"z"t = S, (e + 1) (1.3)

Par continuité du produit (1.2) on a (e4x)S,, — (e+x)SetS,(e+z) —
n—-+oo n—-+oo

S(e+ x). Puisque e + (—1)"z""1 — ¢ on obtient par I'égalité (1.3) que

n—-4o00

(e+x)S =e=S5(e+ z) ce qui est le résultat souhaité. O

Théoréme 1.1.2. G(A) est ouvert et x — z7*

de G(A) dans G(A).

est un C*°-difféomorphisme

Démonstration. - Soit x € G(A). Montrons que By <35, ﬁ) C G(A).

Soit y € A tel que |y — z|| < o]
x

Ona |z 'y —e| = |z (y — )| < |lz7Y||ly — z|| < 1, d’ot, par le théoréme

(1.1.1), (z7'y —e) + e = 27y € G(A). Ainsi, y = z(z7'y) € G(A) avec

y~ ! = (z7'y) "t~ ce qui montre que G(.A) est ouvert.

- L’application ¢: G(A) — G(A) est bijective égale a son inverse donc
r — a7t
pour montrer le résultat il suffit de prouver que ¢ est de classe C™.

1
Soit z € G(A) fixé et h € A tel que ||h|| < 1] de sorte que x+h € G(A)

1
et ||ha™| < 3 On a:

px+h)=(@+h) "= (e+hr o) =2 e+ ha™ "™

=z! Z(—hx_l)”
n=0
=zt —xtha b+ 27t Z(—hx’l)”
n=2
Dou ¢(z+h)—¢(x) = L(h)+z > (—haz ™ H"avec L: A — A
n=2 h +— —x thx™!

- Montrons que d,¢ = L.
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L est linéaire et continue car ||L(h)|| < [|z7|?|| A
De plus,

2= 32 (=ha™h)" (|l X2 (b _ IRl &

<— (Ll
B T R U
zik
< 2l —> 0
[[2[|—0

Donc ¢(x + h) — ¢(x) — L(h) = o(||h||), ce qui montre bien que ¢ est diffé-
rentiable en x de différentielle L.

- Montrons par récurrence que ¢ est de classe C",Vn € N.
Le résultat est vrai pour n = 0 car ¢ est différentiable donc continue.
Supposons ¢ de classe C* pour n € N et montrons qu’elle est de classe C***.
Considérons application ¥: Ax A — L(A,A)

(,y) > (h— —zhy)

U est clairement bilinéaire et elle est continue car |V (z,y)h| < ||z|||y|l||R]
donc [|U(z,y) | zca,4) < ||lz|[|ly]l- ¥ est alors de classe C*°.

Par ailleurs, d,¢(h) = —ax tha™! = U(¢(z),¢d(x))(h) ou encore d,¢ =
do(z) = U (p(x), ¢(z)). Par hypothése de récurrence ¢ est de classe C* donc
d¢ aussi, c’est-a-dire que ¢ est de classe C"*1, ce qui achéve la récurrence. [

1.2 Formule du rayon spectral

Définition 1.2.1. Soient A une algébre de Banach et x € A.

On définit le spectre de x, noté o(x), paro(x) = {\ € K | x — Ae n’est pas inversible}.
On appelle ensemble résolvant, noté p(x), le complémentaire de o(z) dans K.

On appelle valeur propre de x tout élément A € K tel que x — Ae n’est pas

injectif, et on note vp(x) l'ensemble des valeurs propres de x.

Exemple : Soit K un compact. On considére I'algébre de Banach C(K).
Soit f € C(K). Alors o(f) = Im f.
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En effet,

AN¢o(f)e f—Alinversible & Ve € K, (f —A1)(z) 20 & Vr e K, f(x) # A
< A ¢ Imf.

Proposition 1.2.1. Soient A une algébre de Banach et x € A. On définit
Uapplication R(.,z): p(zr) — A

A — (de—x)7L.
Alors R(., ) vérifie [’équation résolvante :

VA ue p(ZL“), R<)" "L‘) - R<M7$) = (:u - )‘)R<)" "L‘)R(l% l’)
= (n = A R(p, v)R(A, x)
Démonstration. On remarque que pour a,b € G(A),
al—bt=alb-a) "
D’ou
R(\,z) = R(p,z) = (e —2) ™" — (ne —x) ™"
= (Ae — )7 (ne —x — (Ne — @) (ne — )~
= R(A, 2) (1 — A R(p, )
= (= AR\ 2)R(p, x)

On obtient la deuxiéme égalité en remarquant que pour a,b € G(A),
al = t=0"Yb—a)at. O

Pour un espace de Banach E de dimension finie, nous savons que chaque
élément de I'algébre B(FE) a un spectre fini (qui correspond a I’ensemble des
valeurs propres). Dans une algébre de Banach quelconque, cette propriété
n’est pas conservée mais nous avons tout de méme que le spectre d’'un élément
est compact.

Théoréme 1.2.1. Soient A une algébre de Banach et x € A.
Alors o(x) est compact.
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Démonstration. L’application ¢ : K — A est continue car
A — T — e

[o(X) = ()] = ll(x — Ae) — (2 — ae)|| = [A = al.
Mais alors o(z) = ¢ (A \ G(A)) est fermé comme image réciproque du
fermé A\ G(A) par ¢ continue.

Soit A € K tel que [A| > |[z|. Alors 2 — Xe = (=) (%—I—e) e G(A)

car

i/\H < 1.D'ou A ¢ o(x) et o(x) est borné par ||z|.

Ainsi o(z) est fermé et borné donc compact.

]

Pour un élément T' € B(FE) avec E de dimension finie sur C, nous savons
que le spectre de T" est non vide car son polynéme caractéristique a néces-
sairement une racine complexe. Nous allons voir, grace aux deux théorémes
suivants, que c’est encore le cas dans une algébre de Banach quelconque (et
ce par des outils similaires & ceux permettant de démontrer que C est algé-
briquement clos).

Théoréme 1.2.2. Soient A une algébre de Banach sur C, ¢ € A* et x € A.
On considére f,: p(xz) — C

2 —r pl(x—ze)™
Alors f, € H(p(z)) et |Z|1i>r£rloo fo(2) =0.

Démonstration. Soient z € p(z) et h € C tels que z+ h € p(z). On a :

(oot s (el semhe Moo Ly
= (2 —ze —he) 'z — ze)~

1

— — -
|h|—0 (w = ze)

par continuité de y — y ! et du produit (1.2).

En appliquant ¢ & la limite précédente, on obtient par continuité et par

h) —
f@(z +h) f@(z) — o((x — ze)‘2), ce qui montre que
h |h|—0

linéarité que

fo € H(p(x)).
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S . 1 o1 -
De plus, I'égalité (x—ze) ™' = (2| —z —¢ =— |-z —e] nousdonne
z z

z
que (z —ze)™' — 0y4.

|z]—o00

Ainsi, ¢ étant continue, f,(2) = o((z — ze)™H) — (04) = 0. O

|z] =00

Théoréme 1.2.3. Soient A une algébre de Banach sur C et xz € A.
Alors o(x) est non vide.

Démonstration. Supposons par I'absurde que o(x) = & ie p(z) = C.
Par le théoréme (1.2.2), Vo € A*, f, € H(C) et tend vers 0 quand |z| — +o00.
Par le théoréme de Liouville, f, =0 Vp € A*.
Mais alors
VzeC, (z—2ze) ' =0. (1.4)

En effet, s'il existe zp € C tel que (x — zpe)™* # 0 alors par un corol-
laire du théoréme de Hahn-Banach, il existe ¢ € A* tel que [|¢]| = 1 et
¢ ((z — z0¢)™") = ||(z — 20¢)7!|| # 0, ce qui est impossible.

-~

fo(20)

Or l'égalité (1.4) est impossible puisque 0 n’est pas inversible.
Donc p(x) # C et ainsi o(z) # &. O

Définition 1.2.2. Soient A une algébre de Banach et x € A.
Le rayon spectral de x, noté r(x), est défini par r(x) = max {|\|, A € o(x)}.
C’est le rayon du plus petit disque fermé centré en 'origine contenant o(x).

Remarque 1.2.1. - o(x) étant compact, le mazimum de {|\|, X € o(x)} est
bien atteint et fini.

- On ar(x) < ||z|| car par le théoréme (1.1.1), (x — Xe) = A <§ - e> est

tnversible pour

%H < 1 ie pour |\ > ||z

Théoréme 1.2.4 (Formule du rayon spectral). Soient A une algébre de
Banach sur C et x € A. Alors lir+n |"||M" eiste et vaut r(z).
n—-+0oo
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Pour démontrer la formule du rayon spectral nous avons besoin du résultat
suivant :

Lemme 1.2.1. Soient A une algébre de Banach sur C et x € A.
SoitVneN, v¢,: A* — C

— o

Alors 1, € (A*)" et ||| =

Démonstration. Yn € N, Vo € A* 1, est clairement linéaire et vérifie

s z" "
— < - PN *\ ¥ < .
lén()l = (A) \||so||]A d'ott v, € (A7) avee [4]] < || 57

Par un corollaire du théoréeme de Hahn-Banach, il existe ¢ € A* tel que

ol =1et ¢ (%) = ‘ f\ . On a donc bien |[|1),]| = i" . O
Nous pouvons a présent démontrer la formule du rayon spectral.
Démonstration. - Par 1'égalité
(" = N') = (x — Xe)(z™ - A" .+ A" e,

on a que si ("™ — \"e) est inversible alors

e=(x—Xe)(@" P+ X" 4L A e) (2™ — Ne) !
et donc (z — Ae) est inversible.
Ainsi si A € o(z) alors Vn > 1, A" € o(z").
Par la remarque (1.2.1), |A"| < ||z"|| et donc [A] < [|lz"||"/™.
D’ou l'inégalité r(z) < lim inf ||x”||1/”.

n——+oo
x -1 I T\™
- Si|A| > ||z, on a (X - e) = nz:; - (X) par le théoréme (1.1.1),
et donc (z — Ae)™ )\n+1
el

Soit ¢ € A* et f, définie comme au théoréme (1.2.2). On a alors f,(\) = — EE

n=0
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par continuité de @, et ce pour tout A tel que || > ||z]|.

> =

1 <
En posant u = — et g(u) = f, (—), on a g(u) = —Z @(x™)u™"! pour tout
u
n=0
1
u tel que |u| < —.
] ! 1
Par le théoréme (1.2.2), f,, € H(p(x)) et puisque {)\ | B < ﬂ} ={\| A >r(x)} C
r(x
p(x), le développement en série entiére de g converge pour tout u tel que
|u] < —— c’est-a-dire que le développement en série de f,, converge pour
r(x
tout A tel que [A| > r(z).

En particulier,

Vo € A, sup ’gp (%)’ < +oo YAl > r(x). (1.5)
Soit Vvm e N, v,: A* — C
x'l’L
Y = @ v

n

Alors, par le lemme (1.2.1), ¢, € (A*)" et ||| =

x
Al
L’inégalité (1.5) nous dit alors que Yy € A*, sup |1, ()| < +o0.

A* étant un espace de Banach, on peut appliquer le théoréme de Banach-

= M(\) < +o0.

’:CTL
Steinhaus pour obtenir sup |1, || < 400 ie sup HF
n n

D'ott, ¥ [A| > r(z), [[«"]| < M(X) A" et done [|lz" "™ < A (M(A)"".

Ainsi limsup ||z ||"/™ < r(z). D’ou le résultat. O
n—-+00

Cette formule est remarquable : elle affirme ’égalité entre deux quantités
qui n’ont a priori pas de lien, I'une étant purement algébrique et la seconde
topologique. En effet, la notion de spectre correspond a celle d’inversibilité
d’éléments de 'algebre tandis que celle de norme dépend évidemment des
propriétés métriques de ’algébre.
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Proposition 1.2.2 (de I'image spectrale). Soient A une algébre de Banach
sur C et x € A.
Alors pour tout P € C[X], P(o(x)) = o(P(x)).

Démonstration. - Soit A € C et P € C[X]. A est racine de P — P(\) donc il
existe @ € C[X] tel que P — P(\) = (X —\)Q = Q(X — \).

D'ou P(xz) — P(AN)e = (x — Ae)Q(x) = Q(x)(z — Xe).

Si P(\) ¢ o(P(z)) alors

e = (z — Ae)Q(z) (P(z) = P(\)e) " = (P(z) = P(\)e) ' Q(z)(z — Ae)
et donc A\ ¢ o(x).
D’ou l'inclusion P(o(z)) C o(P(x)).

- Réciproquement, soient P € C[X], n = deg(P) > 1 et A € o(P(x)).
On décompose P — X en produit de facteurs irréductibles :

P=X=k(X—A)... (X =)

On a P(z)—Xe = k(z—Me)...(z—\e) et P(x)— Ae n’étant pas inversible,
nécessairement 'un de ces facteurs (x — \;e) ne l'est pas. Mais alors \; € o(x)
et puisque P(\;) = A\, on a A € P(o(x)).

D’ou 'autre inclusion puis ’égalité. O

1.3 Opérateurs compacts

1.3.1 Généralités

Soient E et F' deux espaces normés sur le méme corps K.

Définition 1.3.1. On appelle opérateur compact de E dans F tout élément
T de B(E, F) pour lequel l'image de la boule unité fermée de E, notée B(E),
est relativement compacte dans F'.

On note K(E, F') l’ensemble des opérateurs compacts de E dans F,

et C(E) =K(E,E).
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Remarque 1.3.1. En fait, T € B(E,F) est compact si et seulement si
[tmage par T de toute partie bornée de E est relativement compacte dans F'.
L implication (<) est claire.

Réciproquement, si A est une partie bornée de E, il existe r > 0 tel que

A C B(0,r). Alors T(A) C rT(B(E)) qui est compact comme image du

compact T(B(E)) par Uapplication continue F — F .
y = ry

Exemple : Tout opérateur de rang fini est compact.

En effet, T étant continu, | T|| = sup ||T'(z)|| est fini, ¢’est-a-dire que I'image
) lall<1
par T' de B(E) est une partie bornée de Im(T) qui est de dimension finie,

donc relativement compacte dans I'm(T"). Dot T(B(E)) est relativement
compacte dans F'.

Proposition 1.3.1. K(E, F) est un sous-espace vectoriel de B(E, F).

Démonstration. - Opp,ry € K(E, F).
- Solent S, T'€ K(E,F) et A € K.
Alors (AS+T)(B(E)) C AS(B(E))+T(B(E)) qui est compact comme image
du compact S(B(E)) x T(B(E)) par 'application continue
FxF — F . [
(x,y) — Ix+y

La proposition qui suit permet de montrer plus facilement qu'un opérateur
est compact.

Proposition 1.3.2. Si F' est complet et si (T),)neny C K(E, F) converge vers
T € B(E,F) alors T est compact.

En particulier toute limite dans B(E, F) d’opérateurs de rang fini est un
opérateur compact.

Démonstration. D’aprés le théoréme (B.0.4) il suffit de montrer que T'(B(E))
est précompact.

Soit € > 0. Il existe n € N tel que ||T'— T, || < %
T,.(B(E)) étant relativement compact, donc précompact, on peut le recouvrir
par un nombre fini de boules B (Tn:cj, g) avec 7; € B(E), j=1,...¢.

Soit # € B(E). 1l existe j < ¢ tel que T,,(z) € B <Tnxj, %)
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€

ie |1z — Thzj]| < 3

On a alors, par inégalité triangulaire,

[Tz = Taj|| < [T = Tozx|| + [|Tax = Toas|| + [ Tow; — Tyl < e

¢
Dot T(B(E)) C U B(Txj,¢€) et T(B(E)) est précompact. O

i=1

1.3.2 Propriétés spectrales

On se place ici sur un espace vectoriel normé E quelconque. B(E) n’est pas
nécessairement une algébre de Banach mais nous considérerons néanmoins les
notions relatives au spectre vues dans les parties précédentes.

Proposition 1.3.3. Soit T € KC(E). Alors :

i) Le sous-espace ker(I —T) est de dimension finie

ii) Le sous-espace Im(I —T) est fermé

iii) L opérateur I =T est inversible dans B(E) si et seulement si il est injectif.

Démonstration. i) Soit F' = ker(I —T'). L’opérateur (I —T') est continu donc
F est fermé.
De plus,

v € B(F) & |jz] <letz €ker(I —T)
Sz <letz=Tx

<o e T(B(F)).

Dot B(F) = T(B(F)) C T(B(E))NF qui est fermé dans T(B(FE)) compact
et donc compact.
Mais alors, par le théoréeme de Riesz, I’ est de dimension finie.

ii) Soit y € Im(I — T') et montrons que y € Im(I —T). Il existe une suite
(xn)n C E telle que y = liril (xn, — T(xy)).
n—-+0o0

1¢" cas : la suite (x,), est bornée. Alors Ir > 0 tel que (z,), C B(0,r).
D'ou (T(xy))n € T(B(0,7)) qui est relativement compacte par la remarque
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(1.3.1). On peut alors extraire de (T'(zy)), une sous-suite (T'(Zy()))n qui
converge vers z € F.
Alors y = lim (2pm) — T(@pm))) ie Im zum) =y + 2.

n—-+o0o n—-+o0o

Par continuité de 7 on a

z= lim T(xym) =T ( lim $¢(n)) =T(y + 2).

n——+oo n—-+0o0o

On obtient donc y =y + 2 —T(y+ z) € Im(I —=T).

2¢¢ cas : la suite (x,), n’est pas bornée.
Posons Vn € N, d, = d(x,,ker(I — T)). Par i), ker(/ — T') est de dimen-
sion finie donc, par le lemme (B.0.7), il existe (z,), C ker(I — T) telle que
|Tn — 20l = da-

« Si la suite (d,), est bornée, ie (z,, — z,)n est bornée alors, en remarquant
que x, — T(z,) = (xn, — 2n) — T(x, — 2,) (car z, € ker(I —T)), on obtient

y = lim (z, — z,) — T(x, — z,) et on applique alors le 1¢" cas a la suite
n—-+00

(Zy, — 2y )n pour voir que y € Im(I —T).

* Si la suite (d,), n’est pas bornée alors, quitte & en extraire une sous-

Ty —

. . Zn , .
suite, on peut supposer que d,, — -+oo. La suite ( ) étant bornée
n

n
et T' compact, on peut, quitte a en extraire une sous-suite, supposer que

<T (In — Z")) converge vers u € .

d, "
On a alors
. xn_Zn_ . Tp — Zn . Tp — Zn
Sl g = {T ( a, ) +(=T) < a, ﬂ
I-T
=u+ lim ( )(@n) car z, € ker(I = T))
n—-4o0o dn
Yn
— lim 2"
wh b
= qu.

Par continuité de 7 on a

, Ty —2n\ Ty —Zp)
“:nETOOT( d, >_T(ngrfoo d, )_T(“>
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donc u € ker(I —1T).

Ty, — Zn
dy,
qui contredit la définition de d,, car z, + d,u € ker(I —T).

De plus, pour n assez grand,

- UH < 1lie ||z, — zn — dyul| < d,, ce

Donc (dy,), est bornée et y € Im(I —T'). D’ot le résultat.

iii) Supposons que I — T est injectif et montrons alors qu'il est surjectif.
Supposons par I'absurde que E; = Im(I —T) # E.
Soit alors Fy = FE et pour tout n € N* E,, = Im(I —T)".

Montrons par récurrence que Vn € N, E,, est fermé et E, 1 C F,.
x La propriété est vraie pour n = 0 par hypotheése.
* Supposons la propriété vraie au rang n et montrons qu’elle est alors vraie
au rang n + 1.
On remarque que T(E,,) C E,. Eneffet, siy € E,, alors (I[-T)y € E,y1 C E,
donc Ty e y+ E, = E,,.
Donc T induit un opérateur 7,, € B(E,,).
De plus, T,,(B(E,)) C T(B(E))N E, qui est compact car T est compact et
E, est fermé. Donc T,, € K(E,).
En notant [, I'idendité de E, on a F,; = (I, — T,,)(E,) et donc par ii),
E, 1 est fermé dans E,, et donc dans E.
D’autre part, B, = (I —T)"™ (I = T)(E) C Epy1.

—_—

CE
Enfin, I — T étant injectif par hypothése, on a

On a donc montré que E,; était un sous-espace fermé strict de F,,.

1
En appliquant le lemme (B.0.8) a4 € = 5 onen déduit qu’il existe une suite

1
(tun)nen telle que Vn € N, wu, € E,, ||un| =1 et d(un, Eniq) > 3

Alors, pour n < m,
Ty — T = Uy — Vpym aVEC Uy = Ty + (L — Ty, € By

Tous les points de la suite (u,, ),y appartiennent & B(E) et puisque (T(uy))nen
est une suite écartée, on ne peut en extraire une sous-suite de Cauchy. Ceci
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contredit la relative compacité de T(B(E)). On a donc démontré la surjecti-
vite de [ — T

Il reste & démontrer que (I —T')~! est continue. Il suffit pour cela de montrer
la continuité en 0. Supposons par ’absurde que ce n’est pas le cas.

Alors il existe € > 0 et une suite (z,), C E tels que (z,), tend vers 0 et
| = T) )l > e

En posant y, = (I — T)~*(z,), on obtient une suite (y,,), vérifiant ||y,|| > €
et (I —T)(Yn))n = (xn)n tend vers O.

. .1 X
On normalise (z,,), en considérant u, = —

|

T étant compact, il existe une sous-suite (Tug(n))n de (T'uy), qui converge

vers v € E. Puisque (1 —T') (typ(n)) - 0, on en déduit que lim gy, = v.
n—-+0oo

n—-+00
En particulier ||v|| =1 et, par continuité de T,

Ty = T( lim u¢(n)) = lim Tuym) =v

n—-+o0o n—-+o00

Ceci contredit 'injectivité de I — T. ]

Proposition 1.3.4. Soit R € K(E,F). Si E; et F| sont deuz espaces nor-
més, T € B(Ey, E) et S € B(F, Fy) alors SRT € K(E1, FY).

Démonstmtz’?n. Soit z € B_(El), on a [|[T(z)] < ||_T|| llz|| < |17 i
Done SRT(B(E1)) < SR(B(0, [T1)) = [T SR(B(E)) [T S <R(B(E)))

qui est compact comme image de R(B(F)) compact par ||T']| S continu. [J

Voici a présent le théoréeme principal qui montre que le spectre de tout opé-
rateur compact est dénombrable et dont on peut ordonner les éléments.

Théoréme 1.3.1. Soit T € K(E).

1) Si E est de dimension infinie alors 0 € o(T).

2) Toute valeur spectrale non nulle de T est valeur propre de T et son sous-
espace propre associé est de dimension finie.

3) Le spectre de T' est dénombrable. S’il est infini, on peut ranger ses éléments
non nuls en une suite (A, )nen telle que :

Vn e N, |Ap] < |\ et HEIEOO An = 0.



22CHAPITRE 1. THEORIE ELEMENTAIRE DES ALGEBRES DE BANACH

Démonstration. 1) Supposons que 0 n’est pas une valeur spectrale de T'. Alors
T est inversible et I =TT ~! est compact par la proposition (1.3.4). Alors
B(E) est compact donc, par le théoréme de Riesz, E est de dimension finie.

T
2) Soit A € K*. Alors A € v,(T) & I — 5y n’est pas injectif, et ker(AI —

T) = ker (1-%).

T
Par ailleurs A € o(T) < I — 3 n’est pas inversible dans B(FE).

On applique alors la proposition (1.3.3) a 'opérateur compact 3
3) Si E est de dimension finie, le résultat est évident.

Si E est de dimension infinie, il suffit de prouver que pour tout ¢ > 0il y a

au plus un nombre fini de valeurs spectrales A de T tel que |A| > e.

1
En effet, si c’est le cas, on a o(T) = U {)\ eo(T), N = —} U {0} qui est
n
neN*
dénombrable comme réunion dénombrable d’ensembles finis.

De plus, si o(7T) est infini, on écrit

o(T) = P ea(@), N1 | | {)\EU(T), n—ll—l <|A|<%} U {0}

de sorte que l'on peut ranger les éléments des A,, puisqu’ils sont en nombre
fini, et que pour m > n, si A\; € A, et Ay € A, alors |Aa| < |\].
On a alors bien o(T) = {\,, n € N} avec |\ 11| < [A\s] et pour a > 0, il
n’existe qu'un nombre fini de A\; € (7)) tel que |\;| > «, donc Im € N tel
que n =>m = |\, <a. Dou ), — 0.

n——+0o00
Supposons alors par 'absurde qu’il existe € > 0 et une suite (\,),, de valeurs
spectrales de T" deux a deux distinctes tels que Vn € N, |\,| > €.
D’aprés le point 2) les A, sont des valeurs propres de 7. Il existe alors une
suite (e,), d’éléments de E de norme 1 telle que ¥n € N, Te, = \,e,.

La famille (e,), est libre. En effet, soit (g, ..., a) € K¥! tel que
k k

Z a;e; = 0. En appliquant 7' il vient Z Aiaie; = 0. On répéte cette opéra-
i=0 i=0
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tion k fois pour obtenir le systéme

k
E a;e;, = 0
=0

(

k
§ : k

)\i e, = 0
1=0

ce qui s’écrit sous forme matricielle

1 1 --- 1 Qp€o 0
o Mo M\ : :

La matrice obtenue est une matrice de Vandermonde inversible (car les \;
sont deux & deux distincts) donc on en déduit que Vi € [0, k], aze; = 0.
Puisque les e; sont de norme 1, ils sont non nuls donc a; = 0 Vi € [0, k].
Posons E,, =< ey, ..., e, >. La suite (E,),en est une suite strictement crois-
sante d’espaces de dimensions finies donc fermés. D’aprés le lemme (B.0.8) il
existe une suite (u,)ey de vecteurs de norme 1 telle que

1
Vn € N, Un € En+1 et d(un,En) 2 5

U . ) 1
Posons alors v,, = ——. La suite (Un)nen est bornée par — et pour n > m,
>\n+1 €
Tv, — TV = Uy — Vpm aVEC Uy = L0 + —— (Nt I — Ty,

An+1

Or Tvy, € Eppy1 C Epet (Al —T)(E,11) C E, (car (A1l —T)(eny1) =0

et En+1 = En D K€n+1).
1

Donc vy, € E,, et ainsi ||Tv, — T || = |ty — vom|| = d(un, E,) > 5

On a alors une suite (v,,),, bornée dont I'image par 7" est une suite écartée. On
ne peut en extraire une sous-suite de Cauchy, ce qui contredit la compacité
de T. ]
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Exemple : L'opérateur T : (5(N*) — {5(N¥) est compact.
1o\
n n=1
En effet, 'opérateur Ry : /(2(N*) — {5(N¥)
1 1 e
(xn):g — xlaix%"'aﬁxl\fvow")nl
est de rang fini et vérifie Vo = (z,,),, € €2(N*),
17 = Ba) @)l = | (0.0, 5 :
N)\T)|lg = 7 7N+1$N+17N+2$N+2,--- ,
0, N+1
N+1 N+15N+2 N+2) )
~ 1/2
B i N+1Y ,
T N+1 +1 n "
n=N-+1
< < el
< xl, .
N+1"7"7
1
D'ou ||T — Ry|| € —— — 0. Par la propositon (1.3.2), T est compact.
N 41 No+oo

1
Dans cet exemple il est facile de voir que vp(T) = {—, neN } et que la
n

"base" canonique constitue une base de vecteurs propres.

1.4 Exemples

Dans cette fin de chapitre, nous détaillons divers exemples de spectres et
donnons une description du spectre des isométries.

Exemple 1 : Soient C ={A € K| [A\|=1}et D={ e K| |\ <1}

Soit L : #(N) — (*(N)

= (2,)29 — (21,79,...).

- Montrons que vp(L) = D :
Soit A € K. On a 0 # (2,),:2 € ker (A — L) & Vn € N, Az, = 11
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Dot x,, = \"xq et ainsi (z,,), € [(N) < |\ < 1.

- Montrons que o(L) = D :
On a déja vp(L) C o(L) donc D C o(L). Ainsi D C o(L) = o(L) puisque
o(L) est fermé.

Or on a r(L) < ||L]l,, = 1 donc o(L) C D et par suite o(L) = D.

Proposition 1.4.1. Soient E un espace de Banach et T une isométrie de E.
Alors o(T) = D ou o(T) C C et le second cas a lieu si et seulement si T est
surjectif.

Démonstration. - Onav,(T) C C carsiz # 0 € ker (A —T') alors Tz = Ax.
Donc || Tx|| = [A[[[z]], ce qui implique que [A| =1 car ||Tz|| = ||z # 0.
Onao(T)C D carr(T) < ||T] =1

- Montrons que p(T") est fermé dans D.
Soit (A\,) € DN p(T) tel que A, > A€ D. Soit x € Eety= N\ —T)!
Alors z = Apy — Ty donc ||z = [[[Anyl| — HTylll = (=MD lyll-

Donc (A, I —T)~! est continue de norme <

o |)‘n|
1
———— | est bornée donc
I—\\l/,
(R(A\y, T)), est bornée dans B(E). Soit M un majorant.
Par I’équation résolvante (1.2.1) on a

Puisque (A,), converge vers A € D, la suite (

vpa q € N7 HR(ApaT) - R()‘le)H < ‘)‘p - )\11’ MZ'

La suite (A,), est de Cauchy donc (R(\,,T)), également et elle converge
vers R € B(E) car B(E) est complet.

OnaVneN, R\, T) A\l —T)= (M —T)R(\,,T) = I donc par conti-
nuité du produit dans B(E), R(AN —T) = (M —T)R = 1. Donc R = R(\,T)
et A e p(T).

- DN p(T) est fermé dans D d’aprés ce qui précede, ouvert dans D car p(T')
est ouvert (o(T) fermé) et D ouvert.
D étant connexe, D N p(T) = @ ou D.
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Si DNp(T) = D alors 0 € p(T) donc T est surjectif. De plus, o(T) C D\ D =
C'. Réciproquement, si T est surjectif alors 0 € p(7") donc DNp(T') # @ donc

Dnp(T)=D. ) )

Si DNp(T) =@ alors D C o(T) C D donc o(T) = D (car o(T') est fermé).
D’ou le résultat. O
Exemple 2 : Soit R: 2(N) — (?(N)

r=(2,),2% = (0,z0,71,...).

R est une isométrie non surjective de ly(N) donc d’aprés ce qui précede
o(R) = D.

Cependant vp(R) = @. En effet, soit A € C et x = (z,);2) € ker (\[ — R).
On a:

(M — R)x =0 < A(zg, x1,22,...) — (0,20,21,...) =0
PN )\370 =0
Tpo1 = AL, Vn € N*
sSvVneN, x, =0
Donc Al — R est injectif pour tout A € C.

Exemple 3 : Soient K un espace métrique compact et f € C(K).
On considére T': C(K) — C(K) . T est un opérateur de norme || f||n.

g — fyg

- Montrons que o(T) = f(K) :

Soit A € K\ f(K). Alors (f = M)(x) 0¥ € K et - _1M € C(K).
On voit alors facilement que S: C(K) — C(K)  est la réciproque
g +— T

de T'— XI. Donc A\ ¢ o(T).

Soit A € f(K). Il existe zp € K tel que A = f(zo).

Alors Vg € C(K), (T = M) (g)(@o) = (fg — Ag)(zo) = (f(20) — N)g(@0) = 0.
En particulier 1x € C(K) ne peut pas avoir d’antécédent par T — A qui
n’est donc pas surjectif. Donc A € o(T)).

(o]

- Montrons que vp(T) = { A € K tel que {f/:\)\} +a}:
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o

Soit A € K tel que {f/:\/\} # &. Alors il existe O ouvert non vide de K sur
lequel f = . Soit g = dist(.,0F). On a g € C(K) et g # 0.

Ona (T—M)(g)=(f—MN)g et puisque f —A=0sur O et g =0 sur O% on
a(T'—M)(g) = 0, ce qui montre que T'—\I n’est pas injectif donc A € vp(T).

o

Soit A € K tel que {f/:\)\} = @. Soit g € Ker(T'—\I) c’est-a-dire (f —\)g =
0. g s’annule nécessairement sur K \ {f = A} qui est dense dans K (car

K\{f=A} =K\ {f/:\>\} = K par hypotheése). g étant continue, elle s’an-
nule alors sur K donc g = 0. D’ou1 'injectivité de T'— AI, ce qui montre que

A ¢ wp(T).

Exemple 4 : Soient p € [1,00]et S: LP([0,1]) — LP([0,1])

fo— (xMﬁ /01 ny(y)dy)

e ([
(< [ 1swia)’

< fIZIL)P_,  par Hélder

< If17

S est linéaire et Vf € LP([0,1]), on a :

sy = [ |2 [ v

D’ou S est continue et ||S|| <1

Soient A € K* et g € LP(|0, 1]). Résolvons dans LP(]0, 1]) I'équation (S — AI)f = g.
Supposons que f est solution de cette équation. Alors Va € [0,1] on a :

S(f)(@) = Af(x) = glx) & 2 / P f )y — M (@) = g(x) (%)
- / P F(y)dy — A f(z) = 22g(x)

En posant J = fol v f(y)dy et en intégrant sur [0, 1] la derniére égalité on

obtient . ) )
J/ rtdr — )\/ 2 f(z)dx = / 2?g(x)dz
0 0 0
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1 1
ou encore J <5 - )\) = / 2 g(z)dz.

0
Jo «*g(x)dz

2?J — g(x) _ z? fol y?g(y)dy _g(z)
A AL —N) A

5

Ainsi, si A # 1, on trouve J =

= . En remplagant J par sa valeur

dans (%) on obtient alors que f(z) =

Réciproquement, on vérifie que f ainsi définie est dans LP([0, 1]) et est bien
solution de (S — AI)f = g.

Ainsi, on a montré que si A € K\ {0, %}, Iéquation (S — A\I)f = g ad-
met une unique solution dans L([0,1]), d’ou K\ {0, 1} C p(S).

Montrons que {0, 1} = vp(S) = o(S).

1
Pour A = { on remarque que f(z) = ? vérifie S(f)(x) = 2? fol yldy = ng

d’'ou f € Ker(S — £1) et donc 1 € vp(S).
Pour A\ = 0, la fonction f(z) = 1[0 el 1] /1] vérifie :

2

S(f)(z) = * (/O%dey—/;zdey) = %2 ([93]03 T[], ;)

D’ou f € Ker(S) et donc 0 € vp(S).



Chapitre 2

Calcul fonctionnel

2.1 Approximation d’un compact de C

Définition 2.1.1. Soient vq,...,7, des chemins du plan complexe.
Pour i € [1,n], on définit la forme linéaire ;: C(K;) — C

f — [ﬁf(z)dz

ot K; = Im(v;).
On considere la forme linéaire [ = Y+ -+ Vn définie sur C(K1U. .. .UK,).

On définit alors de maniere formelle la somme I' = v+ ...+, de sorte que
pour f € C(K1U...UK,),

/F fEz =T =3 [ )

On appelle chaine l'objet I ainsi défina.
St dans la construction précédente chacun des ~y; est fermé, I" est appelé cycle.

Définition 2.1.2. Soient I" un cycle et z € C\Im(T") oa Im(T’ UIm Vi)

On définit I"indice de z par rapport a I' par :

1
Indr(z) = 27/7T/1“€_Z Zlnd%

29
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On rappelle que l'indice par rapport & un chemin fermé ~ est un entier,
qu'il est constant sur chaque composante connexe de C\ I'm(y) et nul sur la
composante connexe non bornée.

Définition 2.1.3. Soit U C C un ouvert. Un chemin v : [a,b] — OU est
dit positivement orienté relativement a U si pour tout t tel que '(t) existe et
est non nul, il existe € > 0 tel que |y(t),y(t) + iey'(t)] soit contenu dans U
et Jy(t),v(t) —iev'(t)] ne rencontre pas U (le vecteur normal a vy en t pointe
vers U de sorte que U est a gauche de 7).

v est négativement orienté si v~ 1t — y(a+ b —t) est positivement orienté.

Lemme 2.1.1. Soit T' un triangle équilatéral fermé de C dont le bord est
positivement orienté.

Alors Indyr(z) = { 0sizeT

lsizgT ~

Démonstration. Par homothétie, il suffit de considérer le cas du triangle T'

1 1 1 1 1
Al0,— ), B|—=,—— - —— .
de sommets (0, \/§)’ ( 5 2\/5), C <2, 2\/5)

-Siz ¢ T, Indsr(z) = 0 car z est dans la composante connexe non bornée

de C\ 0T

-Si z €T, Indygr(z) = Indsr(0) car 0 et z sont dans la méme composante
o 3 - 3

connexe. Soient #; : C\ e 2Rt — } —g, g { et Oy : C\e2RT — } —g, g {

deux déterminations continues de 1’argument respectivement sur C \ e "2 R
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et sur C\ e’2R*. Soient Log; et Log, les déterminations continues du loga-
rithme respectivement sur C \ e 2R et sur C \ e’z R*.

Ona:
2imIndgr(0) :/ %
oT
_ d¢ d¢ d¢
‘/[A,B] € oy € T Jon €

= Logi(z) — Logi(za) + Loga(z¢) — Loga(zg) + Logi(z4) — Logi(2¢)
= In |zp| +i01(z5) — In|2p| — i0a2(2B) + In|z2¢| + ib2(2c) — In[2c| — 01 (20)
= i(61(zB) — Oa(2B)) + i(02(2¢) — 01 (2c))

(- () - (D)

= umr
d’ott Indyr(z) = Indsyr(0) = 1. O

Lemme 2.1.2. Soient K un compact non vide de C et U un voisinage ouvert
de K. Alors il existe un voisinage L de K contenu dans U tel que L vérifie :
OL est un cycle formé de chemins positivement orientés

0stz¢ L
ct Ind&L(Z)Z{ 1 szziL

Propriété (P)

Démonstration. - S1 U = C, puisque K est borné il existe r > 0 tel que
K C B(0,r). 11 suffit alors de considérer L = B(0, 7).

- Maintenant si U # C on considére 'application ¢: K — R .
k +—s d(k,UY
¢ est continue et a valeurs dans R™ (car U est ouvert et K C U). K étant

compact il existe a > 0 tel que inf(p) = 2.

On découpe le plan en triangles équilatéraux fermés de coté a de la facon
suivante :
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K étant borné il n’existe qu'un nombre fini de triangles 77, ...,7, qui ren-
contrent K. Soit L leur réunion. On a diam(T;) = a et T, N K # & donc
T; C U de sorte que L C U. De plus K C L car si un point de K est sur le
bord du triangle alors K rencontre 1 ou 5 autres triangles de L (selon que
ce point est sur un sommet ou non) et donc ce point n’est pas sur le bord de L.

Montrons par récurrence sur le nombre de triangles que toute réunion L ob-
tenue comme précédemment vérifie la propriété (P).

- Sin=1 on a le résultat par le lemme (2.1.1).

- Si L est obtenue a partir de la réunion de (n+1) triangles, on considére un
triangle 7' dont au moins un coté est sur la fronticre de L. Soit L ensemble
obtenu a partir de la réunion des n autres triangles. Par hypothése de récur-
rence L vérifie la propriété (P). Son intersection avec T' contient 0, 1 ou 2
cOtés de T'.

1¢" cas : Si L ne contient pas de coteé de T', alors le bord orienté de L est
la réunion des bords orientés de L et de T
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De plus, pour z ¢ 0L,

0+0siz¢ LUT
Indyr(z) = Indy; (2) + Indor(z) = O—i-lsizEY?

1+0sizelL

Osiz¢ LUT

— (o}
—

lsize LUT=LUT

Figure 2 Figure 3
Figure 1 37 cas ¢ deux cotds 3 cas : deux cdtés
R sur le méme chemin sur deux chemins différents
2¢m¢ cas : Si L contient un seul coté ¢ de T. Ce coté est sur un unique

chemin fermé ~ du bord de L. Soit alors 3 le chemin orienté décrivant le bord
de T privé de c. On retire ¢ de v et on le remplace par 5. On obtient alors
un chemin fermé positivement orienté 4 (Figure 1).
De plus § = y+f—c = y49T.
Osiz¢ LUT
D’ou, pour z ¢ 0L, Indyr(2) = Indy;(z) + Indsgr(z) = ¢ 0+ 1size€ T
1+0sizel

Pour z un point de ¢ distinct des deux sommets, z est dans I’adhérence de T
et donc, par continuité de 'indice (voir le lemme (A.0.5)), Indyr(z) = 1.

3¢me cas : Si L contient deux cotés de T alors on distingue deux sous-cas :
- Si les deux cotés sont sur un méme chemin v du bord de L on refait le méme
raisonnement que dans le deuxiéme cas en retirant les deux co6tés communs
(Figure 2).
- Si les deux cotés sont sur deux chemins distincts v et 8 du bord de L,
on recolle les chemins et le coté non commun en un seul chemin 4 puis on
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retire les deux cotés communs (Figure 3). On a alors ¥ = y+3+9T. Pour les
mémes raisons que dans le deuxiéme cas L vérifie la propriété (P). ]

2.2 Définition du calcul fonctionnel

Soit A une algebre de Banach.

Soit E'sc([a,b], A) I'espace des fonctions en escalier sur [a,b], de la forme

f(z) = Zail(%am), neN o €A a; €la,b et a; < ajyq.
i=1

b n
Pour f € Esc([a,b],.A) on pose ¢(f) = / f)dt = Zai(aiﬂ — a;).
a i=1

Soit B([a,b], A) I'espace vectoriel des fonctions bornées sur [a,b] a valeurs

dans A. On le munit de la norme .|| ot ||f||., = sup [[f(2)] 4
z€[a,b]

A étant complet, B([a,b],.A) est un espace de Banach.

On remarque que pour f, g € Esc([a,b], A) ona [[6(f) — &(g)lly < b —al [lf = gl
ce qui montre que ¢ est lipschitzienne donc uniformément continue sur
(Esc([a,b], A),||.||.)- Ainsi, A étant un espace de Banach, ¢ se prolonge de

maniére unique a Esc”'H“’([a, b], A) C B(la,b],.A).

En particulier, Cp,([a, b],.A) C Esc([a,b],.A) (pour le voir on peut utiliser le
théoréme de Heine), donc pour une fonction f € Cpn([a,b], A) on pose :

n——+oo

KU@MW:Imb[h@Mx

ol (fn)n C Esc(la,b], A) avec || f, — fll - 0 (cette définition ne dépen-
n—-+0o0
dant pas du choix de la suite (f,,)).

Pour f € Cpn([a,b], A) et T € B(A, E), oit E est un espace de Banach, on a

T(l?@&):é%ﬁ@ﬂt

En effet, cette égalité est vraie par linéarité pour les éléments de F'sc([a, b],.A)
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et T" étant continu et £/ complet, elle reste vraie par passage a la limite pour
les éléments de Cp([a, b], A).

En particulier, pour o € C, 'application ¢, : * € A +— ax est dans B(A) et
on a alors pour tout f € Cpn([a,b], A),

a (/abf(t)dt) - /abaf(t)dt

De méme, si z € A, en considérant les applications ¢, : y € A — xy et
wa:y € A yx de B(A), on a pour tout f € Cpn(la,b],.A),

x (/abf(t)dt) - /abxf(t)dt
( / b f(t)dt> v = / b F(t)zdt.

On démontre de la méme fagon que si f, g € Cpn([a,b], A),
b b b
[ @+ gy = [ s [owar

Pour une fonction holomorphe f et € A on souhaite définir f(z) € A. Nous
nous rappelons de la formule de Cauchy vue en analyse complexe qui permet
de définir f(z) a partir de l'intégrale de f(£)(£ — 2)~!. L’idée est alors de
reprendre cette formule en intégrant f(£)(ée —x)~! le long d’un chemin bien
choisi. Pour cela il est nécessaire que ce chemin ne rencontre pas le spectre
de x. On considére alors I’ensemble des fonctions holomorphes sur un ouvert
contenant o(z), noté H(z).

Soit alors f : U — C holomorphe sur un ouvert U contenant o(z). Il existe

un cycle I' : [a,b] — U \ o(z) tel que Indr(z) = { (1) : j ; Z(I)

On pose alors

227r/f (ze —x) " 'dz = %/ f(T —xe) TV (t)dt
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ce qui est bien défini car ¢t — f(T'(¢))(T'(t) — xe)~'T"(t) est continue par mor-
ceaux.

Comme nous allons le voir, cette définition ne dépend pas du choix de 'ouvert
U ni de celui du cycle T'.

Définition 2.2.1. Soient U un ouvert de C, A une algébre de Banach et
f:U— A. On dit que f est holomorphe sur U, et on note f € H(U), si :

Ve U, fim LETM 1)
|h|—0 h

c A.

On note alors f'(z) cette limite.

Théoréme 2.2.1 (de Cauchy pour les algébre de Banach). Soient A une
algébre de Banach, U C C un ouvert et f : U — A une fonction holomorphe.
Soient 1, ..., Ym des chemins fermés dans U tels que

V2 e C\U, Y Ind,(z)=0.

k=1

Alors zm: f(z)dz = 0.

k=1 Yk

Démonstration. Cela revient & montrer : Vo € A*, ¢ (Z f(z)dz) = 0.

k=1""k
On a ¢ (Z f(z)dz) = Z/ po f(z)dz.
k=1 "7k k=1"Y "k

Or po f: U — C est holomorphe de dérivée p o f'. En effet,

v ey, £SEER 0ol (TEXBZIEN) o o(p)

continuité de .
Par le théoréeme de Cauchy version scalaire on a le résultat. O]
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Proposition 2.2.1. Soient A une algébre de Banach et x € A. Soit U C C
un ouvert tel que o(x) C U. Soient T' = {v1,...,vm} et A = {\1,..., \u}
deux familles de chemins fermés positivement orientés dans U \ o(x) telles
que :

B [ 1lsizeo(x)
Indr(z) = Indy(2) = { 0si2¢U

Si f: U — C est holomorphe alors

/F F(2)(ze — 2)Mdz = /A F(2)(ze — )" dz.

Démonstration. Considérons, pour j = 1,...,n, le chemin 7,,; défini par
Ymtj(t) = A;j(1 —1¢), t € [0,1]. On considére E = {, k=1,...,m+n}.
Soit 'ouvert V = U \ o(x). Soit z € C\ Vie z € o(x) ou z € C\ U.

m+n

Siz € o(x), Z[nd%(z) = Indr(z) — Indy(z) =1—-1=0.

m-+n

SizeC\U, Zlnd%(z) = Indr(z) — Indy(2) =0—-0=0.
k:1m+n
DouVz € C\V, and%(z) = 0 et ainsi par le théoréme de Cauchy (2.2.1)
k=1

appliqué a la fonction z — f(2)(ze —z)"' € H(V) on a :

O:/Ef(z) ze — 1) 1dz—/f ze — ) 1dz—/f ze —x) 'dz.

D’ou le résultat. O]

Ainsi, pour z € A et une fonction f holomorphe sur un ouvert U contenant
o(x), la définition de f(x) ne dépend pas du choix du cycle T'.

Proposition 2.2.2. Soient x € A et f une fonction holomorphe sur deux
ouverts U et V' contenant o(z). Soit I'y (respectivement I'y) un cycle formé
de chemins positivement orientés dans U \ o(x) (respectivement V' \ o(x)) tel
que :

1size : 1si2ze
Indr,(2) = { 0 zz j ¢ g( z) <respectzvement Indr,(z) = { 0 Z z ¢ {‘/(x) ) :

Alors | f(2)(ze —2)'dz = [ f(2)(ze —2) 'dz.
I Iy
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Démonstration. Considérons 'ouvert W =UUV. On ao(x) C W et I'y, I'y
sont dans W\ o(z) et vérifient :

Vz € o(x), Indr,(z) = Indr,(z) =1

Indr, (z) =0 (car z ¢ U)
et vz ¢ W, { Indp,(2) = 0 (car = ¢ V) -
Or f € H(W) donc par la proposition 2.2.1 on a le résultat. n

Cette derniére proposition nous assure donc que la définition de f(z) ne dé-
pend pas du choix de 'ouvert U contenant o(z) sur lequel f est holomorphe.

2.3 Propriétés

Avec cette premiére proposition nous constatons que 'image d’un élément
d’une algébre de Banach par une application polynomiale est bien ce que nous
attendons.

Proposition 2.3.1. Soit A une algébre de Banach et x € A.
Soit P(z) =Y 1_saxz®, ar € C. Alors P(x) = >, _, apa*.

Démonstration. Par linéarité de l'intégrale, il suffit de montrer le résultat

pour f(z) = 2¥ k > 0. Prenons U = C et v : t € [0,1] — Re?™ avec
: [ 1sifz| <R

R > r(z). On sait alors que Ind,(2) = { 0silz| >R

x\ 1 =z
De plus, pour |z| = R, (e — —) = Z — d’aprés le test de la racine n-
z Z"

zTL

1éme car

na
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— 1
et par convergence absolue de la série 2imf(x) = Z (/ — T dz) x".
2"
.

n=0

OfaPOUI"m#l,/—dz:Ocarzr—)—admetzr—> - pour
y 2" 2m (1—m)zm
primitive.
. 1 1
Ainsi, f(r) = o ( / ! dz) 2 = Ind, (02" = 2* -
\H/_/

2imInd~ (0)

Proposition 2.3.2. Soit A une algébre de Banach, x € A et U un ouvert
contenant o(x). Soit (f,), une suite de fonctions holomorphes convergeant
normalement sur les compacts de U vers une fonction f.

Alors || () — f(@)] — 0.

Démonstration. Par le lemme (2.1.2), il existe un cycle I' = ~;+...+, dans

_J 1sizeo(x) . . )
U\o(z) avec Ind,(z) = { 0sizg U et ot les 7y, sont des chemins fermés
orientés positivement.

On a

/ fu(2)(ze —2)"tdz — [ f(2)(ze —2)7 dz

) / (Jole) = F() e~ 2) " d
= %2 [ hut0) = stmautone - )iy a

Z/ [fa(() = FO(O)] (v (t)e — &) [vi(@)] dt (1)

Or, t — ((t)e — z)~! est continue sur [0, 1] compact et est donc bornée par
une constante M.

Ainsi ZMk max F,01(0) = SO [ Pholde o 0

tef0.1]

-~

—0
n—r o0
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Le résultat vu dans le cas des applications polynomiales s’étend aux séries
entiéres.

Proposition 2.3.3. Soit A une algébre de Banach et x € A.
Si f(2) =Y ey arz® a un rayon de convergence R > r(x) alors f € H(x) et

fl@) =322 ax”.

Démonstration. Soit f,(z) = > p_,axz". La suite (f,), converge normale-
ment vers f sur les compacts de D(0, R). Ainsi f,(x) — f(z) par la pro-
n—oo

position (2.3.2) et puisque f,(z) = Y_,_, axz"” par la proposition (2.3.1) on
obtient le résultat. O]

Proposition 2.3.4. Soit A une algébre de Banach et x € A.
L’application  H(z) — A est un homomorphisme d’algebres.

[ — f(=)

Démonstration. ¥f,g € H(z),Va,5 € C, on a clairement par linéarité de
Iintégrale que (af + fg)(x) = af(z) + Bg(x).

Soient f,g € H(x) et soit U un ouvert de C contenant o(x) sur lequel f
et g sont holomorphes. Soit K un voisinage de o(x) construit comme dans
le lemme (2.1.2). On considére de méme L un voisinage de K, de sorte que
KcLcU.

On a

1 {(ze—az:)_1 — (fe—:c)_l] deds
0K JOL z

”[/Mg(—g)zdf]( Pl d

1 f(z)) )) _
- 0 | [ 5 s aef e -
Or,si £ € 0L, & ¢ K donc Indsg (§) = 0. D’ou, par le théoréme de Cauchy,

/ f< ) dz = =2in f(§)Indgx () = 0.
o § —

I
/5
~
3
\'6
Q\
=

“\h
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De plus, si z € 0K, z € L donc Indyr(z) = 1. Ainsi, toujours par le théoréme

de Cauchy, / m (5) d§ = 2img(z)Inds(z) = 2img(2).
oL
1

On obtient alors f(x)g(x) = — /6[( f(2)g(2)(ze —2) "t dz = (fg)(x). O

2w

Proposition 2.3.5. Soit A une algébre de Banach et x € A.
Soient Ay, ..., A\m € C\ o(z), ny,...,n, € N* et R(z Z

k=1 5=0

Nk
Z—)\k

Alors R € H(z) et R(x ZZm—)\ke -7,

k=1 7=0

1
Démonstration. - Soit A € C\ o(z) et Q(z) = Py @ est holomorphe sur
C\ {A} donc @ € H(z). Soit K un voisinage de o(z) dans C\ {\} construit

comme dans le lemme (2.1.2) et notons [ = oy Q(2)(ze — )" da.
iT Jok

Par ’équation résolvante (1.2.1) on a :
Vz2e 0K, (ze—z) ' =MNe—2) '+ (A=2)de —x) (ze —2)!
1 1

1 _ “1 1 1
_)\(ze—a:) :Z_)\()\e—x) —(Ae—1x) " (ze — )

Ainsi, Vz € 0K,

En intégrant sur 0K on obtient :

I=(Xe— 31:)1L_/8 L e (e — :L‘)fli /aK(ze —z) ' dz

2im Jor 2 — A T
= (Ae — 2) 'ndox () + (Ne — z)

en appliquant la proposition (2.3.2) a z +— 1 dans l'intégrale de droite.
Mais par construction de K, Indgg () =0, dou I = (e — )7L

En appliquant la proposition (2.3.4) a P(z) = on obtient que

P(z) = (@")(z) = (Q(x))" = (Ae —z)™".

(z =)

- Finalement, en se plagant sur l'ouvert C \ {\i,..., A}, on obtient par
linéarité de l'intégrale le résultat pour R. O]
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Ce résultat nous dit plus : grace a la décomposition en éléments simples, nous
voyons que la proposition est vraie pour n’importe quelle fraction rationnelle.

Pour un élément x d’'une algébre de Banach, le théoréme (1.2.2) s’étend aux
éléments de H(x).

Théoréme 2.3.1 (de l'image spectrale). Soit A une algébre de Banach,
reAetfeH(x) Alorso(f(x)) = f(o(x)) ou f(o(z)) = {f(N),\ € o(x)}.

Démonstration. - Soit A € o(x) et soit g(z) = L{\F(A)
Z —_—
Alors g € H(x) et (z— N)g(z) = f(2) — f(N). Par la proposition (2.3.4) on a

(x — Xe)g(z) = f(z) — f(N)e. Supposons par l'absurde que f(\) ¢ o(f(z)).
Alors = — Ae est inversible d’inverse g(z)(f(z) — f(A)e)™!, ce qui contredit

que A € o(x). D'ou f(A) € o(f(z)) et donc f(o(x)) C o(f(z)).

- Réciproquement, soit A ¢ f(o(x)). Alors g : z +— 7= € H(z) et
Z j—

vérifie g(x)(f(z) — Ae) = e, ce qui montre que A ¢ o(f(z)). D’ou 'inclusion

o(f(z)) C f(o(x)) puis I'égalité. O

Proposition 2.3.6. Soit A une algébre de Banach, v € A et f € H(x).
Alors f(x) est inversible < f(z) # 0 Vz € o(x).

Démonstration. f € H(x) donc il existe un ouvert V' contenant o(z) sur le-
quel f est holomorphe.

-(«<)SivVz e o(x), f(2) #0,9 = %est holomorphe sur l'ouvert {z € V, f(z) # 0}

contenant o(z) donc g € H(x).

On a alors f(z)g(z) = (fg)(z) = e et de méme g(z)f(z) = e, d’ou f(x) est
inversible.

- (=) Reéciproquement, supposons qu'il existe A € o(x) tel que f(\) = 0.
Alors il existe g € H(V) telle que f(z) = (z — AN)g(z) = g(2)(z — A). On a
donc f(z) = (z — Xe)g(x) = g(x)(x — Ae). Or, (x — Ae) n’est pas inversible
donc f(x) ne lest pas non plus. O

Théoréme 2.3.2. Soit A une algébre de Banach et x € A. Soient f € H(x)
et g € H(f(x)). Alors go f € H(x) et (go f)(z) = g(f(x)).
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Démonstration. Soit 2 C C un ouvert contenant o(z) tel que f € H(2). Soit
2y C C un ouvert contenant f(o(x)) tel que g € H(4).

Posons Qp = f~1(Q;) N Q : ouvert de C contenant o(z) (car o(x) C Q et
flo(x)) C Q par hypotheése). Posons alors W = f~1(K) N Qy. W est un
ouvert de C contenant o(z) et tel que f(W)N(OK) € KN (K \ K) = @.

1

Ainsi, pour z € 0K, h = " € H(W). Soit K’ C W un voisinage de o(z)
Z _

construit comme dans le lemme (2.1.2). Pour z € K on a par la proposition

(2.3.5) : (ze — f(z)) ' = h(z) = i /M(z — f() (e —x)7h de.
On a alors

o(f(2) = — /a gla)ee— fa) ™ d

2

o [ o ([ stie - o) e o ac) a:

- | (5 [ sie— fion as)ee - ag
—9(f(©)) ’

— [ o) e ) e

~ (g0 f)(a)

2.4 Application : Théoréme de décomposition
de Riesz

Proposition 2.4.1. Soit A une algébre de Banach et x,y deux éléments de
A qui commutent. Soit f € H(x). Alorsy et f(x) commutent.

Démonstration. D’aprés les propriétés de 'intégrale a valeurs dans A, on a
1 N 1 »
T) =Y— z)(ze —x) " dz = — 2)y(ze —x) " dz et de méme
ufle) =g [ FE) e =0y de = 5 [ fete )
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1 _
f@hy = g [ £ =)y e
mmJr
Il suffit donc de montrer que y commute avec (ze—z) ™! pour tout z € C\o(z).
Or, pour z € C\ o(x), (ze —x)(2ze —2)ly =y et
(ze —x)y(ze — x) 7" = (2y — ay)(2e — )" = (yze — ya)(ze — 2)7"
=y(ze —x)(2e — )"

Puisque z ¢ o(x),(ze — x) est inversible et on obtient alors le résultat en
appliquant (ze — x)~! & gauche dans les deux égalités précédentes. ]

Théoréme 2.4.1. Soit (E,||.||) un espace de Banach et T € B(E). On sup-
pose que o(T) = o1 U...Ua, ot les o; sont des fermés deuz a deuz disjoints.
Alors E s’écrit E = E1@ ... E, ou les E; sont des sous-espaces fermés
invariants par T et tels que o(T\g,) = o; Vi€ [1,...,n].

Démonstration. C étant un espace métrique, il est normal donc 94 €24,...,8Q,

ouverts de C deux a deux disjoints tels que Vi € [1,...,n],o; C Q;. Posons
n

Q = |JQ et définissons f; € H(QQ) par f; = 1g,. Considérons alors p; =
i=1

fi(T),i =1,...,n. Les p; sont des projections car I’égalité¢ f? = f; entraine

p; = (fi(1))* = fA(T) = fi(T) = pi.

De plus, pour i # j, p;p; =0 (car fif; =0)et > p; =1Id (car > f; = 1g). En
— —

% =1

posant E; = p;(E) on a E = @ E; et les E; sont fermés car E; = Ker(I —p;).
i—1

La proposition (2.4.1) entraine que p;7" = T'p; donc si y = p;(z) € E; :

T(y) = T(pi(x)) = T(pi(x)) = Tpiy)) = pi(T(y)) € E;

D’ou l'invariance de E; par T
On peut alors considérer l'opérateur T; := Tjg, : £; — E;. Montrons que
Vi=1,...,n,0(T;) = ;. Pour cela, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4.1. Soit i € [1,...,n]. Alors :
A ¢ o(T;) < 3R, € B(E) tel que Ri(A\)(T — M) =p; = (T — M )R;(N).
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Démonstration. (=) Si A ¢ o(T;) on considére R;(\) : E — E défini par
R;(\I) = (T; — X))~ 'p;, ce qui a un sens car p;(E) = E; et (T; — \I)7! est
défini sur E;. On a bien (T — M) R;(\) = (T; — MX)(T, — M)~ 'p; = p;.

(<) Réciproquement, s’il existe un tel R;(\) € B(E), alors on a :

Ri(A)T — ARi(A) = Ri(A\)(T — M) = (T = M)Ri(A) = TRi(A) — ARi()
d'ot R;(A\)T = TR;(\). Ainsi, la proposition (2.4.1), R;(A) et p; = fi(T)
commutent. D’ou E; est invariant par R;(\) et donc T; — Al est inversible
d’inverse R;(\) g, O

Montrons que o(T) = | o(7T;). Soit A ¢ | o(7T;). Puisque > p; = Id,
i=1 i=1 =1

1=

d’aprés le lemme précédent, T — Al est inversible d’inverse Y R;(A). D’oul
i=1

o(T) C 101 o(T;).

Réciproquement, si A ¢ o; alors z — z — A ne s’annule pas dans un voisinage
U; de o;. On consideére alors f: (U; N€;) U (U ©;) — C définie par
i
Losiz e U;NQy
— z—A v ? —

f(2) § dinon . f € H(T) et on pose R = f(T).
Ona(z—MNf(z) = fi(z) = f(2)(z = N), dou (T — AN)R =p; = R(T — \I)
et par donc par le lemme précédent, A\ ¢ o(7;). On a donc montré que
Vi=1,...,n,0(T;) C 0.
Ainsi, Jo(T;) € Jo; =o(T) C U o(T;) donc o(T) =

i=1 i=1 i=1 i=1
ment o(7T;) = o;. O

=
Cs

o(T;) et finale-

Ce théoréme nous permettra de démontrer le dernier résultat de la partie
suivante.
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CHAPITRE 2. CALCUL FONCTIONNEL



Chapitre 3

Opérateurs hypercycliques

3.1 Introduction aux espaces vectoriels topolo-
giques

Dans cette section nous donnons quelques définitions et résultats sur les
espaces vectoriels topologiques nécessaires a 1’étude des opérateurs hypercy-
cliques.

Définition 3.1.1. Un ensemble X est appelé espace vectoriel topologique

(evt) (réel si K =R, compleze si K=C) si :

1) X est un espace vectoriel sur K

2) X est un espace topologique

3) La topologie de X est compatible avec la structure d’espace vectoriel de X,

c’est-a-dire que les applications X x X — X et KxX — X
(x,y) — z+y (A z) — Az

sont continues (X x X et K x X étant munis de la topologie produit).

Définition 3.1.2. Soit X un evt et A C X.
On dit que A est équilibré si N\AA C A VA € K tel que |A\| < 1.

Théoréme 3.1.1. Soit X un evt sur K, séparé et de dimension finie égale
a n. Alors il existe un isomorphisme linéaire bicontinu entre X et K.

Démonstration. On munit K" de la norme ||.|| . Soit (eq,...,e,) une base
de X. Soit ¢ : K" — X .
()\1, R )\n) — Z?:l )\7;82'

47
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- ¢ est clairement un isomorphisme et est de plus continue.

n

En effet ¢ = Z%’ opioun ¢;: K — X etp;: K" — K la projection
i=1 A= e

sur la i™¢ composante. ¢; et p; étant continues Vi € [1,n], ¢ 'est aussi.

- Montrons que ¢! est continue.

11 suffit de montrer que ¢! est continue en 0.

En effet, si c’est le cas, soit x € X, = # 0 et montrons que ¢! est continue en

x. Pour y € X, l'application 7,: X — X est bicontinue d’inverse
z — zZ+y

7_y. On remarque que W voisinage ouvert de 0 < 7,(W) voisinage ouvert

de z. Or pour € > 0, il existe W, un voisinage ouvert de 0 tel que [¢~1| < €

sur W,. Mais alors pour y = x +w € 7,,(W,) on a

67 (y) — 7 (@) = |67 (w)| < e

d’ott la continuité de ¢! en z.

Montrons donc que ¢! est continue en 0, ce qui revient & montrer qu’il existe

V € V(0) tel que ¢~ (V) C B ou B est la boule unité ouverte de K" pour

||l En effet, si [¢71 < 1 sur V alors Ve > 0, [¢~!| < € sur €V qui est un

voisinage ouvert de 0. Ceci équivaut a V C ¢(B).

Soit S = {Ae K" | ||A||, =1}. S est un compact de K" et puisque ¢ est

continue et X séparé, ¢(S) est un compact de X. En particulier ¢(S) est un

fermé de X. Puisque 0 ¢ ¢(S) et que ¢(S)C est ouvert, il existe V € V(0) tel

que VNo(S) = 2.

Par ailleurs, l'application ¢: Kx X — X étant continue en (0,0), il
(A z) — Az

existe U un voisinage ouvert de 0 dans K et U’ un voisinage ouvert de 0 dans

X tels que (U, U") C V.

En particulier, 39 > 0 tel que B(0,6) C U donc

W= UAU’: U \U' C V.

IA<d 0<|A|<6

De plus, VA # 0, ¢,: X — X est bicontinue d’inverse ©1. Donc
r — Az
VA # 0, AU = ¢)(U’) est ouvert. W est donc un voisinage ouvert de 0.
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W vérifie W € V(0), WN¢(S) CVNg(S) =@ et W est équilibré (en effet
pour A € K tel que |A| < 1onaVue€ B(0,6), Ve € U, A\p(p,z) = Apxz € W
car |Ap| < 0).

Montrons par absurde que W C ¢(B). Si 3z € W tel que ||¢(z) | > 1
alors on peut trouver A € K tel que [A\| < 1 et ||¢(Ax)7'|| = 1. Alors Az € S
ce qui est impossible car W est équilibré et W N ¢(S) = 2. ]

Remarque : En particulier, cela signifie que tout evt séparé de dimension
finie est normable.

Corollaire 3.1.1. Soient X un evt séparé et M un sev de dimension finie
de X. Alors M est fermé dans X.

Démonstration. Soit « € M. Posons F = M + Kz. On a clairement que
S MF.

Or, en notant 77 la topologie induite par X sur F, on a que (F,7p) est un
evt de dimension finie. Soient n = dim(F') et ¢ I'isomorphisme bicontinu de
K™ sur (F,7p) donné par le théoréme (3.1.1).

¢~ (M) étant un sev de K", il est fermé dans K™. Donc M est fermé dans
(F,7p) par continuité de ¢! et donc z € M. O

Définition 3.1.3. On appelle F-espace un evt dont la topologie peut étre
définie par une distance complete.

Définition 3.1.4. Soient X un espace vectoriel et C C X. On dit que C' est
conveze si, ¥(z,y) € C*, YVt € [0,1], tx+ (1 —t)y € C.

Définition 3.1.5. - Soit (X,7) un evt. On dit que (X,7) est localement
conveze st 0 posséde une base de voisinages formée d’ensembles convexes.
- On appelle espace de Fréchet tout F-espace localement convexe.

Proposition 3.1.1. Un evt X # {0} n'admet pas de point isolé.

Démonstration. - Soit xy € X \ {0}. Supposons que X est un evt.

Alors p: Kx X — X est continue. Par hypothése, {x¢} est ouvert.
(N z) — A

En particulier, {zo} est un voisinage de p(1, z¢) donc il existe U voisinage de
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(1,z) tel que p(U) C {xp} c’est-a-dire que Y(\, z) € U, \x = z9

Or, U =U; xUyouU; € V(1) dans K, Uy € V() dans X et puisqu’il existe
r > 0 tel que B(1,r) C Uy, U; contient au moins deux points distincts A et
a.

Puisque xy € Us, on doit avoir Azg = axg ie (A — a)rg = 0 et donc zp = 0
car A — v # 0. Contradiction donc {z} n’est pas ouvert.

- Il reste & montrer que {0} n’est pas ouvert. Soit zo € X \ {0}.

L’application 7,,: X — X est continue (Propriété 3. des evt) et
r — T+

admet une application réciproque 7_,, continue. Donc 7, est un homéomor-

phisme de X dans X. Si {0} était ouvert, 7,,({0}) = {0} le serait aussi, ce

qui est faux. O

Lemme 3.1.1. Soient X # {0} un F—espace et A une partie dense de X.
Sixy,...,x, € A alors A\ {x1,...,x,} reste une partie dense de X.

Démonstration. L’ensemble B := {zy,...,x,} est d'intérieur vide. En effet,
s’il était d’intérieur non vide, B serait constitué d’un nombre fini £ de points
Tiy, ..., %, . X ctant métrisable, les {x”} sont fermés. Mais alors en retirant

k —1 points a B , on obtiendrait qu’un singleton est ouvert, ce qui est impos-
sible d’aprés la proposition (3.1.1).

Soit alors U un ouvert non vide de X et montrons que (A\ B)NU # @. Par
densité de A, ANU # @ donc (A\B)NU =2 < ANU C {x1,...,2,}.
Si c’est le cas, ANU est fermé et ANU # U car U est un ouvert non vide

alors que ANU C B = @. Dans ce cas, U \ (ANU) est un ouvert non vide
donc par densité de A, AN (U\ ANU) # &, ce qui est impossible. Donc
(A\B)NU # @ et A\ B est bien dense dans X. O

3.2 Définition et critéres d’hypercyclicité

Définition 3.2.1. Soit X un evt sur K =R ou C.

Pour T € B(X), la T-orbite d’un vecteur x € X est l’ensemble O(x,T) =
{T"(x),n € N}. On dit qu’un opérateur T est hypercyclique s’il existe x € X
tel que O(z,T) est dense dans X . Un tel vecteur x est alors dit hypercyclique
pour T et on note HC(T) ’ensemble de ces vecteurs.
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En particulier, ’espace X est nécessairement séparable.

Avec la proposition suivante, on voit que de tels opérateurs ne peuvent exister
que si 'espace X est de dimension infinie.

Proposition 3.2.1. [l n’existe pas d’opérateurs hypercycliques dans un es-
pace X # {0} de dimension finie.

Démonstration. Supposons par I’absurde qu’il existe un opérateur hypercy-
clique T sur X de dimension finie N. Par le théoréme (3.1.1) on peut supposer
que X = K". Soit alors z € HC(T).

En notant < A > l'espace vectoriel engendré par une partie A C X, remar-
quons d’abord que < z,T(z),..., TV "}(z) >=< T"(x), n € N >.

En effet, soit i =max {j € N | {z,T(z),...,T/(x)} libre}. Nécessairement
i < N—1car dim(K") = N. De plus, T""!(z) € E; :=< z,T(z),...,T"(x) >
par définition de ¢. On a alors :

T (2) = T(T" () €< T(z), T*(x), ..., T (z) >C E;

et par une récurrence immédiate T *(x) € E; Vk > 0. On en déduit que
<T™(z), ne N>=F,.

En particulier, O(z,T) C E; donc KN = O(z,T) C E; car E; est un evt de
dimension finie donc fermé par le corollaire (3.1.1). On en déduit que néces-
sairement ¢ = N — 1. Ainsi, {z,T(z),..., TV (2)} est une base de K".
Soit a € R, par densité de O(z,T),3(ng)r C N tel que T (z) — ax.

k—o0

Donc pour i < N — 1,7™%(T%(z)) = TY(T™(z)) P aT(z) par conti-
—00

nuité de 7°. Puisque (z,T(z),..., TV !(x)) engendre KV on en déduit que
Vy € KN, T (y) —> ay, donc T — ald (car X est de dimension fi-
—00

k—o00
nie). On obtient, par continuité de ’application déterminant, que (detT")™ =

det(T™) —s a¥.

k—o00
Ainsi, en posant d=det(T"), on en déduit que, Ya > 0, 3(ng)x tel que d™ "
— 00
a. Donc {d", n > 0} est dense dans R, ce qui est impossible. ]

La définition et le lemme qui suivent vont nous permettre de démontrer le
théoréme de transitivité de Birkhoff qui est essentiel puisqu’il fournit une
condition nécessaire et suffisante d’hypercyclicité pour un opérateur.
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Définition 3.2.2. Soit (X, 7) un espace topologique. Une famille B d’ouverts
de X est dite une base pour la topologie T si chaque ouvert peut s’écrire comme
réunion d’éléments de B.

Lemme 3.2.1. Soit (X,d) un espace métrique séparable. Alors X admet une
base dénombrable pour la topologie associée a d.

Démonstration. Par hypothése, il existe une suite (z,), dense dans X. Po-
sons, Vn € NV, = {Bd(xn, %),k € N*}. L’ensemble B = |J V,, est dénom-

neN
brable. Montrons que c¢’est une base pour la topologie associée a d.

Soit U un ouvert non vide de X et z € U. 3k > 0 tel que By(z,2) C U.(zy),
est dense donc il existe n > 0 tel que d(z, z,,) < 5=. Alors V, = By(xn, 1) € B
et vérifie z € V, C By(z, 2) C U. Ainsi,

Uv={tcUvacu

xzelU zelU

Dou U = |J V, avec V, € B et donc le résultat. O
zelU

Théoréme 3.2.1 (de transitivité de Birkhoff). Soient X un F-espace sépa-
rable et T € B(X). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) T est hypercyclique.
(i1) T est topologiquement transitif, c’est-a-dire :
YU,V ouverts non vides de X,3n € N tel que T"(U) NV # @.

Dans ce cas, HC(T) est un Gs dense de X.

Démonstration. - Montrons d’abord que HC(T) est soit vide, soit dense
dans X. Si HC(T) # @, soit x un vecteur hypercyclique pour 7. Alors
O(z,T) C HC(T). En effet, d’aprés le lemme (3.1.1), tout ensemble A dense
reste dense si on lui retire un nombre fini de points. En particulier, on a
O(x, T)\{z, T(z)n..., TP (x)} C O(T?(x),T). Dot O(T?(z),T) est dense
dans X, c’est-a-dire que T?(x) € HC(T) Vp > 0. On a donc montré que si
HC(T) # @ alors pour © € HC(T),O(z,T) C HC(T), ce qui montre que
HC(T) est dense dans X.

- (1) = (d1) : Soit U et V deux ouverts non vides de X. Par ce qui précéde,
puisque HC(T') # @, il est dense dans X donc il existe x € HC(T)NU. Mais
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alors, par densité, O(z,T) NV # &, c’est-a-dire qu'il existe n € N tel que
T"(x) e V.Dou T"(U)NV # @.

- (it) = (1) : X étant métrisable et séparable, il admet d’aprés le lemme
(3.2.1) une base dénombrable de voisinages ouverts (V;);en. Mais alors,

re HC(T) e VjeNO(@z,T)NV;, # 0
& V7 e N,3n € N tel que T"(x) € 'V
Ainsi, on peut écrire HC(T) = (| U (T™)~1(V}).
JENneN
Vj,n € N, (T™)~1(V;) est ouvert car T" continu donc Vj € N, W, := |J (T™)"1(V})

neN
est ouvert. D’ou HC(T') est bien un Gs.

Montrons que Vj, W; est dense dans X. On pourra alors conclure grace au
théoréeme de Baire que HC(T') est dense dans X (et en particulier non vide).

W, est dense dans X < VU ouvert non vide de X, UNW, # &
& VYU ouvert non vide de X,In € N, UN (T")"(V;) £ @
& VU ouvert non vide de X,3n e N, T"(U) NV, # @

Or, (V;) étant une base dénombrable de voisinages ouverts, cette derniére
condition équivaut a la condition (i7). D’ou le théoréme. O

Corollaire 3.2.1. Soient X un F-espace séparable et T € B(X) inversible,
ie tel qu’il existe T~ € B(X) avec TT™' =TT = Idy.
Alors T est hypercyclique si et seulement si T—1 est hypercyclique.

Démonstration. C’est immédiat grace au théoréme précédent car pour U et
V' deux ouverts non vides de X et n € Non a :

TU)NV £ 2 < UN (T (V) £ .
O

Définition 3.2.3. Soient X un evt et T € B(X). On dit que T satisfait le
critere d’hypercyclicité s’il existe une suite croissante d’entiers (ny)g, deuz
parties denses Dy, Dy C X et une suite d’applications (Sy, : Da — X), tels
que :
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1) T™(x) - 0 Vo e Dy
2) Sp,(y) = 0 Yy € Dy
3) TS, (y) =y Yy € Ds.

Théoréme 3.2.2. Soient X un F-espace séparable et T' € B(X).
Si T satisfait le critére d’hypercyclicité alors T est hypercyclique.

Démonstration. Montrons que T' est topologiquement transitif.

Soient U et V' deux ouverts non vides de X. Par densité de D, et D,, il existe
xeDiNU etil existey e DoNV.

Alors par hypotheése :

et
T (z + Sy, (y) = T (x) + T™ S, (y) — yeV.

k——+o0

Donc

JkyeNtelque k > ki =2+ 5,,(y) e U
Jko € N tel que k = ke = T (24 Sy, (y)) € V.

Pour k > max(ky, k), T™ (z + Sy, (v)) € T™(U)N V.
D'ou 3k € N tel que T™(U) NV # @. O

Dans les exemples de la section suivante, c’est ce théoréeme qui nous permettra
de démontrer ’hypercyclicité des opérateurs considérés.

3.3 Exemples

Nous allons donner un exemple d’opérateur hypercyclique sur H(C). Pour
cela, on a besoin de la proposition suivante :

Proposition 3.3.1. Pour U C C ouvert, H(U) est un espace de Fréchet.
Démonstration. Si U = C, on pose K,, = B(0,n).

1
Sinon, soit K,, = {z ceU]| |z <n, d(z, UC) > —}.

n

(K,)n>1 est une suite exhaustive de compacts.
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On pose, Vn > 1, ||, : H{U) — R* - ([]Il,,),, est une famille de
[ suplf]|

Ky
semi-normes sur H(U) vérifiant ||.||, < |||, pour n < m.

—+00

Pour f,g € H(U), posons d(f,g) = Z 2% min(1, || f — g||,,)-

n=1
Alors :
1) d est une distance sur H(U)

2) H(U) est un evt :
En effet, H(U) est clairement un espace vectoriel et montrons que les appli-
cations

p: CxHU) — HU) et ¢: H{U)xHU) — HU)
(A ) — AS (f.9) — f+yg
sont continues.

1
Soient (a,g) € C x H(U) et € > 0. Il existe ng € N tel que Z on <€

n>ngo

Pour f € H(C) et A € C,

A(M.09) = 3 oomin(L AT —agl,) + 3 o min(L A7 - agl,)

n<no n>ngo

1
<D 5 IAf —agl,, +e

nno

Or

IAf = agll,, <A =Ag+Ag —agll,, < A = gll,, + A= alllgll,
< e pour (A, f) assez proche de (), g).

D’ou la continuité de .
On montre de méme la continuité de .

3) (H(U),d) est complet :
Soit (fn)n C H(U) une suite de Cauchy pour d et n € N. On a :

Q%min(l, I fo—Ffalln) < d(fp, fo) ie min(L, || fo—folln) < d(fp, fg)) < 2"d(fp, fo)
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Pour ¢ = 2in(0<e< 1),3N € N tel que p,q > N = d(f,, f,) <¢€.

D'ow, p,¢ > N = min(1,||f, — f4lln) < € < 1, et donc nécessairement
p.g=N=|fp,— folln <e

On en déduit que la suite (f,), converge uniformément sur les K, et donc
sur les compacts de U (car (K,,), est une suite exhaustive de compacts). Elle
converge alors uniformément sur les compacts vers f € H(U) par le théoréme
de Weiestrass.

Il reste & montrer que f, N f.
n—oo

1 €
Soit € > 0. Il existe ng € N tel que Z; < 3 et il existe Ny € N tel que
i>ng

n > No=||f — fallne < % On a alors :

w2 No=d(f f) = Y gmin(L I = full)+ 32 Smin(L 1 = full)

1<i<ng i>no
1 1
1<i<ng . i>ng
<||f- annO car ng>1
_—Z——i—— car n > Ny
1<i<ng
<e€

D’ou le résultat.

4) 0 admet une base de voisinages convexes :

Posons Vj > 1, V; = {f eHWU) | [Ifll; < } Montrons que la famille (V});

convient.
- On a bien V; € V(0) ¥j > 1. Soit maintenant V' € V(0). Il existe r > 0 tel
que By(0,7) C V. Soit € > 0. Soit j > 1 suffisamment grand, de sorte que

1 1
€+ 7 <ret Z on <6 Montrons que V; C By(0, 7).

n>j
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Soit f € V;. Alors

0= 3 gmin(L )+ 3 gemin(L 1,0 < 3 g+ o

1<ngy n>j 1<ngy n>j

1/]

<= +e
J

<.

D’ou f € By(0,7) C V. Donc (V});>1 est une base de voisinages de 0.

- Montrons que Vj > 1, V; est convexe. C'est évident car si f, g € V; et
A€ [0,1],

1 1 1
A+ (1= N)gll; S AN+ (1= X) gl < A5+ (1= X)% =
D'ott Af + (1 — M\)g € V.

Exemple 1 : L'opérateur D : H(C) — H(C) est hypercyclique.
fo—f

- Montrons d’abord que C[z] est dense dans #(C) pour d.

Pour cela montrons que toute fonction f € H(C) est approchable par des

polynémes sur les compacts de C. Il suffit de le vérifier pour les compacts B,

ou B, désigne la boule unité fermée centrée en 0 de rayon n (car ils forment

une suite exhaustive de compacts de C).

Soit alors n > 1. Si f € H(C), f s’écrit f(z Zakz Vz e C.

k>0

Posons f,(z Zakz Alors :

+00
sup | f(2) = fp(2)] = sup | > apz"| < Sup Z Jax||=/*
ZEBn ZeBn k:p+1 nk p+1
<Y it
k=p+1

— (0 comme reste d'une série convergente.
p——+00
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D’ou le résultat.

- Pour montrer que D est hypercyclique appliquons le critére d"hypercyclicité
avec ny, = k, Dy = Dy = C[z] et S}, = S* ou Sf(z) = / f(&)de.

0
La condition 1) est directe car pour P € C|z] avec deg(P) = n on a
D"(P) = Pt = 0.

|
Pour la condition 2) on remarque que Si(z?) = ﬁz“k,
P !

|
donc sup |Si(27)| < S R—- N}
.eB, (p+ k) k—+o00
D’ou la convergence uniforme vers 0 sur les compacts, c’est-a-dire :

Par linéarité on en déduit que Sy(P) ki> 0 pour tout P € Clz].
— 400

La condition 3) est claire car DSy = Id sur C|z].
D’ou I'hypercyclicité de D par le théoréme (3.2.2).

Remarque : Une question naturelle est alors de savoir s’il est possible de
donner explicitement un exemple de vecteur hypercyclique pour 'opérateur
de dérivation. C’est le travail effectué par G. R. MacLane. En effet, dans
son article Sequences of derivatives and normal families, il affirme dans un
théoréme I'existence d’un tel vecteur. L’énoncé est le suivant :

Théoréme 3.3.1. [l existe une fonction entiére U satisfaisant :

1) |U(2)| = O 912 pour tout € > 0 et,

2) Si D est un ouvert simplement conneze de C et ¢ une fonction holomorphe
sur D, alors il existe une suite d’entiers positifs (n;); telle que Ui —
uniformément sur les compacts de D.

La preuve, que nous ne faisons pas dans ce mémoire, a pour point de départ le
théoréme de Runge qui permet alors la construction de la fonction cherchée.

Exemple 2 : Soit D : A(N) — (*(N)

r= (1) > (21,29,...)

Alors AL est hypercyclique pour tout A € C tel que |A| > 1.
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Remarque : Tout opérateur hypercyclique T sur X vérifie nécessairement
|T|| > 1 car sinon

et donc toute orbite est bornée et ne peut alors étre dense.

Dans cet exemple, L étant de norme 1, AL est de norme |A| et donc AL ne
peut étre hypercyclique que si |A| > 1.

Appliquons le critére d’hypercyclicité a la suite (ng)x = (k)g>1, aux ouverts
denses Dy = Dy = ¢oo(N) (les suites nulles & partir d’un certain rang) et aux
applications S, = A™*R* ot R est 'opérateur de décalage & droite.

La condition 1) est claire car si © = (z,),>0 est nulle & partir du rang ng
alors (AL)"(z) =0 ¥n > ny.
Pour la condition 2) on remarque que l'on a pour y € cq,

1 1
Syl = — IRy = — 0.
el = 1B = (5 Wl 2,

Il reste a vérifier la condition 3) : soit ¥ = (Yn)n>0 € Coo, ON &

(AL)*Sk(y) = NFLE(AT%(0,...,0,90,91,...)) ol yo est & la (k + 1)éme place
= Lk(((), e ,07 Yo, Y1, - - ))
= (Yo, y1,---)

Le théoréme (3.2.2) nous donne alors le résultat.

3.4 Spectre d’un opérateur hypercyclique

Dans cette section, nous allons démontrer un résultat sur le spectre d’un
opérateur hypercyclique, dont voici 1’énoncé :

Théoréme 3.4.1. Soient X un espace de Banach sur C et T € B(X) un
opérateur hypercyclique. Alors toute composante connexe du spectre de T in-
tersecte le cercle unité.
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Avant de faire la preuve, nous avons besoin des trois lemmes suivants.

On rappelle que C ={A e K | |\ =1} et D={A € K| |\ < 1}.

Lemme 3.4.1. Soit T € B(X).

1) Supposons que o(T) C D. Alors il existe a < 1 et N € N tels que
|T™(z)|| < a" ||z|| pour tout x € X et tout n > N.

2) Supposons que o(T) C C\ D. Alors il existe A > 1 et N € N tels que
|T"(z)|| > A™||z|| pour tout x € X et tout n > N.

Démonstration. 1) o(T') étant compact, on a vu qu'il existait A € o(T") tel
que |A| = (7). En particulier A € D donc |A] < 1. Soit € > 0 tel que
|A| + € < 1, et posons a = |A| + €. Par la formule du rayon spectral (1.2.4),
lim ||7"(|"" = |A]. Donc 3N € N tel que n > N = ||[T"|"/™ < a. Ainsi,
n—oo

Vn > N, ||T"|| < a". Pour x € X et n > N on a alors

[T @) < T[]l < @™ ]| -

2) Puisque 0 ¢ o(T'), T est inversible. Montrons que o(T~*) C D. Soit A € C

1
tel que [A| > 1. Alors S : =T — XI est inversible car

_ 1

o(T) CC\D. Alors T7'S =1 — XT_I est inversible d’inverse S™T et donc

T1 — X = (=\)T7'S également d’inverse (—\)S™'T. Donc A ¢ o(T1).

En appliquant le raisonnement de 1) & T~ on obtient qu’il existe a < 1 tel

que [|[(T=H™(@)|| < (T ||=]] < a™||z|]. L’égalité précédente appliquée a
1

T"(y),y € X, nous donne ||y|| < a™ ||T"(y)||. Pour A := — on a alors |A| > 1
a

et Vy € X,

1
X' < 1 et par hypothése

1T ()l = A™ [yl
O

Lemme 3.4.2. Dans un espace topologique compact K, toute composante
connexe C est l'intersection des ouverts-fermés qui la contiennent.

En particulier, la composante connexe d’un point x € K est lintersection des
ouverts-fermés qui contiennent x.
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Démonstration. - Soit (V;);er la famille des ouverts-fermés de K qui contiennent
C et soit V = N/ Vi.

Pour tout i € I, C C V; donc C C V.

Pour montrer que V' C C, il suffit de prouver que V' est connexe. Supposons
par l'absurde que V' est la réunion de deux fermés de V' disjoints non vides
F) et F,. V est fermé comme intersection de fermés donc Fj et F5 sont fermés
dans K. Puisque K est compact, il est normal, donc il existe deux ouverts
disjoints U et U, de K tels que Fy C Uy et Fy C Us.

On a C fermé car c’est une composante connexe et C = (CNF;)U(CNFy) est
la réunion de deux fermés disjoints. Par connexité, CNF} = G ouCNF, = J.
On suppose sans perte de généralité que C N F, = @. Ainsi C C Fy C U;.
Or, V c U UU, :=U donc VNU' = & cest-a-dire Mie; (V;NUY) = @. K
étant compact et les ensembles V; N U C fermés, il existe J C [ finie telle que
Nics(ViN UE) = (NiesVi) N Ut = @. W, := N, V; est un ouvert-fermé conte-
nant C. L’ensemble W;NU; est ouvert comme intersection d’ouverts et fermé
car on peut lécrire W; NU; = W; N (K \ Usy) (puisque W; C Uy U Us). Par
hypothése C C U; donc W;NU; est un ouvert-fermé contenant C. Mais alors
V C (Wy;NUy) C Uy, ce qui contredit le fait que (V NU,) D (VN Fy) # .
Donc V est bien connexe et C = V.

- Soit z € K. Soit (V;)ier la famille des ouverts-fermés contenant z. D’aprés
ce qui précéde, la composante connexe C de x est 'intersection des ouverts-
fermés contenant C qui contient l'intersection des V;. Pour voir I'inclusion
réciproque, il suffit de montrer que chaque V; contient C. Soit alors ¢ € I.
Ona K =V;UVE donc C = (CNV;)U(CNVE) est réunion de deux fermés
disjoints. Par connexité, C N V;E =@carx € CNV,. Dou C CV; et donc le
résultat. ]

Lemme 3.4.3. Soient K un compact de C et C une composante connexe de
K. On suppose qu’il existe un ouvert 2 C C contenant C. Alors il existe un
sous-ensemble V de K ouvert et fermé tel que C C 'V C (2.

Démonstration. Par le lemme précédent, C = N;c;V; ot les V; sont les ouverts-
fermés de K contenant C. Or C C Q donc N (VN (C\ Q)) = @. K étant
compact et les ensembles V; N (C \ Q) fermés, il existe J C I finie telle
que Nies (VN (C\ Q) = (MNiesV;) N(C\ Q) = @. Alors V := NV est
I'ouvert-fermé cherché. ]
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Nous pouvons a présent démontrer le théoréme.

Démonstration. Supposons par 'absurde qu’une composante connexe C de
o(T) n’intersecte pas le cercle unité. Alors C = (CN D) U (CN(C\ D)) est
réunion de deux fermés de o(7T'). De plus, (CND)N(CN(C\D)) =CNC = @.
Par connexité de Cona CND =@ ouCN(C\ D)=, et doncCC C\ D
ouCCD.

Par le lemme précédent, il existe U; ouvert et fermé tel que C € Uy C D
ouC C Uy C (C\ D). Par le théoréme de décomposition de Riesz (2.4.1)
appliqué a U; et Uy := o(T) \ Uy, on peut écrire X = X; @ Xy, X, X, fermés
et T = T1 @TQ ol T1 = ﬂXl,TQ = ﬂXg avec O'(Tl) = U1 et O'(TQ) = Ug.
Montrons que si T est hypercyclique alors T} l'est aussi. En notant p; la
projection de X sur X;, on remarque que pour tout z = 1 + x5 € X1 & Xy,
17 (x1) = p1T™(z) Aot O(z1,Ty) = p1(O(z,T)). Soit © = x1 + 22 € X1 ® Xo
un vecteur hypercyclique de T'. X; et X, étant fermés, on sait par le théoréme
(B.0.4) que p;y est continue. Il vient alors

O(er,Tr) = (0@, 1)) 5 p (00, T)) = pi(X) = X4
ce qui montre que z; est un vecteur hypercyclique de T7.

Or, d’aprés le lemme (3.4.1), T7*(x1) tend vers 0 ou oo pour tout z; € X;\{0},
de sorte que T ne peut étre hypercyclique. En effet, si z; € X; \ {0} était un
vecteur hypercyclique de Ty alors {||77"(x1)||, n € N} serait dense dans R*,
ce qui est impossible dans notre cas. On en déduit que 7" ne peut pas étre
hypercyclique, d’ott la contradiction. O

Corollaire 3.4.1. Soit X # {0} un espace de Banach sur C. Un opérateur
compact T sur X n’est pas hypercyclique.

Démonstration. D’apreés la proposition (3.2.1), on peut supposer que X est
de dimension infinie. D’aprés le théoréme (1.3.1), le spectre de 7" est dénom-
brable, contient 0 et s’il est infini on peut ranger ses éléments non nuls en
une suite (A, )nen telle que Vn € Ny [ A, 11| < [A] et ngrfoo An = 0.

Si o(T) = {0} alors d’aprés le théoréme (3.4.1) T n’est pas hypercyclique
car {0} est une composante connexe du spectre qui n’intersecte pas le cercle
unite.

Sinon, d’apreés la description du spectre, chaque élément non nul A; du spectre
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est un point isolé de C donc ouvert dans o(T'). o(7T) étant compact, on a
par la proposition (3.4.2) que la composante connexe C(\;) de \; est U'inter-
section des ouverts-fermés contenant \;. Puisque {\;} est ouvert et fermé,
C(Ai) = {\}. Mais alors la composante connexe C(0) de 0 est nécessaire-
ment {0}. En effet, si C(0) contenait un élément \; non nul alors on aurait
C(0) = C(N\;) = {\}, ce qui est une contradiction.

D’aprés le théoréme (3.4.1) T ne peut pas étre hypercyclique. O
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Annexe A

Analyse complexe

Lemme A.0.4. Soit f une fonction holomorphe sur B(z,1¢). Pour tout
r <o et tout z € C tel que |z — zo| <7 on a :

r

1F'(2)] <

CEE ZODQmax{]f(zo +re|,0 € R}

Démonstration. Par translation, on se rameéne au cas zg = 0.
. > T M(r)
On écrit f(2) = > a,z". Par les inégalités de Cauchy on a |a,| < —-= ot
n=0 r

M(r) = max{1f(2)[}. Ainsi,

If'(2)] = inanz”—l < @in (‘Tﬂ)n_l _ Mﬁ?’) ( 1Z>2 car ;‘ <1
n=1 n=1 1 A
_ rM(r) '
(r—l2])?
O

Théoréme A.0.2. Soit f: Q2 x X — C, ou Q est un ouvert non vide de C
et (X, A, 1) un espace mesuré. On suppose que :

- pour tout t € X, z+— f(z,t) est holomorphe sur S).

- pour tout z € Q,t — f(z,t) est mesurable sur (X, A).

- pour tout compact K C €, il existe une fonction p-intégrable gx sur X telle
que |f(z,t)| < gi(t) pour tous z € K,t € X.

65
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Alors la fonction F' définie sur Q2 par F(z) = / f(z,t)du(t) est holomorphe
X
sur Q avec F'(2) —/ a—f(z,t)du(t).
X aZ

Démonstration. Soit z, € Q et posons 7o = d(z, ) > 0 (car QF est fermé).
Fixons r € Rtel que 0 < r <rgett € X :surle compact K = B(z,r) C £,
la fonction f; : z — f(z,t) est holomorphe et majorée par un nombre gx(t)
indépendant de z € K. Par le lemme précédent on a, Vz € B(z,r),

rgK (t)
(r— [z = 20/)?

|fi(2)] < L max {|f(zo +re”|,0 € R} <

(r = [z = 20[)?

4gp(t
En particulier, Vz € V = B(z, 5), | f{(2)] < QL()
,

Le voisinage V étant convexe, on a par le théoréme des accroissements finis

4gi(t
9| )—lipschitzienne et donc Vh € C*, |h| < g,

que f; est

o 1)~ fil)| _ dox()
h - r

Soit (hy,), une suite qui converge vers 0. La suite de fonctions (g, ), ou

(ZO + hn) - ft(zl))
by

4
minée par la fonction intégrable “IK (pour n suffisamment grand). Par le

gn:tiﬁft

0
converge simplement vers 8—f(z0,t) et est do-
z

théoréme de convergence dominée on obtient que :

F(Zo+hn) —F<Zo) .
),

= | go(®)dut) — g—i(zo,t)du(t)

n—oo X

D’ou le résultat. O

Lemme A.0.5. Soit v un chemin et f une fonction définie et continue sur
Im(y). Pourm > 1 et z ¢ Im(v), on pose

Fo(z) = / F(E)(E - 2)™d.

Alors F, est holomorphe sur C\ Im(y) et F) (z2) = mF,,41(2).
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Démonstration. On a F,,(z) = /0 FOy@))(v(t) — 2)™™'(t)dt.

Posons ¢g: (C\Imv)x[0,1] — C
(z,t) — f(y(®)(v(t) = 2)7" (1)

Alors : - pour tout ¢t € [0, 1], z — g(z,t) est holomorphe sur C \ Im~.
- pour tout z € C\ Im,t — g(z,t) est mesurable car continue par morceaux.

- soit K C C\ Im7y un compact. Posons r =  min |s —u| > 0.
(s,u)eK xImy

v étant C! par morceaux, 7/ est bornée par une constante M; sur le compact
[0,1]. De méme, f o g est continue sur [0, 1] donc bornée par une constante

M My M.

M,. Alors |g(z,t)] < ——= pour tous z € K,t € [0,1] et t — —— est
rm
intégrable sur [0, 1].
Par le théoréme (A.0.2), F), est holomorphe sur C \ Im~y avec
0 —m —m 1
= | FUOE=2 e =m [ )€~ aE = mFa(2)
. 02

O

Proposition A.0.1 (Formule intégrale de Cauchy n°1). Soient U C C un
ouvert et f : U — C une fonction holomorphe Soit v un chemin fermé dans
U tel que Vz € C\ U, Ind,(z )

Alors Ya € U \ Im(v), Ind.( 2m/g_ad{

Démonstration. Définissons ¢: U xU — C

fla) — f(b)
(a,b) —s p— sia#b
f'(a) sia="0

Lemme A.0.6. ¢ est continue.

Démonstration. On remarque que v(a,b) fo f((1- t)a + tb)dt.
En effet, pour a = b, on a / f (1 =t)a +tb) dt:/ f(a)dt = f'(a) et
0 0



68 ANNEXE A. ANALYSE COMPLEXE

o(a,b) = f(b;:i"(a) _ bia /W,] F(2)dz = bia/o F((1—t)a +tb) (b — a)dt

_ /1 F((1 = t)a + th)dt

¢ est clairement continue sur U x U \ {(u,u),u € U}.
En un point (u,u),u € U on a :

|p(a,b) — @(u,u)| = /0 f'((1 = t)a+tb))dt — f'(u)

/0 (F((1 = t)a+tb)) — f’(u))dt‘

1
< [ 171 =t ) - fldr
0
Soit € > 0. f" étant continue, Jo > 0 tel que z € B(u, ) = |f'(2)—f'(u)| < e.
Si (a,b) € B((u,u),«a) alors |a —u| < aet |b—u| < aetona
(1—tha+th—u|=|1—-t)(a—u)+tb—u) < (1—1t)|a—ul+tb—ul
<(1-ta+ta

=

1

Ainsi, Y(a,b) € B((u,u),a),|e(a,b) — p(u,u)| < / e dt = e. D’ou la conti-
0

nuité de ¢ en (u,u). O

Pour a € U fixé, la fonction ¢ : z € U — ¢(z, a) est alors continue sur U et
clairement holomorphe sur U\ {a}. Mais ¢ € H(U\{a})NC(U) = ¢ € H(U).

Soit V. ={z € C\ Im(y) | Ind,(z) = 0}.

La fonction z — Ind.,(z) étant continue sur C\ Im(v) (par le lemme (A.0.5))
et a valeurs entiéres, V' est ouvert comme image réciproque de 'ouvert {0}
par Ind,(.) continue.

Par hypothése U UV = C. On définit alors g : C — C par :

o(z,w)dw si z € U

9(2) = :
](w — ) f(w)dwsi z €V
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Puisque U et V' ne sont pas nécessairement disjoints on vérifie que la fonction
g est bien définie.
SiUNV # @, soit dans ce cas z € UNV. Alors :

/Wgo(z,w)dw:/Wde:/V%dw—f(z)[ywl_zdw

fw)

/f_z-

Par le lemme (A.0.5), g est holomorphe sur V. Montrons qu’elle est holo-
morphe sur U.

dw — 2im Ind(z) f(2)
H/—/

=0
D’ou g est bien définie.

1

On a, Vz e U, g(z) = / o(z,v(t))Y (t)dt.

Alors : - pour tout t g 0,1], 2 = @(2,7(t)Y (t) = Py (2)Y'(t) est holo-
morphe sur U.

- pour tout z € U, t — ¢(z,7(t))7 (t) = @.(7(t))7'(t) est mesurable car conti-
nue par morceaux.

- Soit K C U un compact. ¢ étant continue sur le compact K x Imy C U x U
et 7 C! par morceaux, la fonction ¢ — ¢(z,7(t))7/(t) est bornée par une
constante indépendante de z et de ¢, pour tous z € K et t € [0, 1].

Par le théoréme (A.0.2) g est alors holomorphe sur U.

Or Ind,(.) est non nulle sur la composante connexe non bornée. En particu-
lier il existe R > 0 tel que |z| > R = Ind,(2) =0ie z € V.

De plus, si r = max , on a pour £ € Imy et |z| > 7 :
zelm(v)
1
< — 0.
z—¢ |z| = 7 |zl=4o0
D’ou pour |z| > R,
lim = lim / f(w =0. (A.1)
|z|—>+oo |z] =00 — Z

g étant de plus continue, elle est alors bornée sur C.
Mais alors par le théoréme de Liouville et par (A.1), elle est nulle.
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Ainsi pour a € U \ Im( )ona

/f = /f_adw 2ir f(a)Ind, (a).
L]

Proposition A.0.2 (Formule intégrale de Cauchy n°2). Soient U C C un

ouwvert et f : U — C une fonction holomorphe. Soient vy, ...,V des chemins
fermés dans U tels que Z]nd% (2)=0 Vze C\U.
k=1
Al U\(I U Im(vyy,) Ind
ors poura € U\(Im(y;) U m(7y Z nd., ( Z 2ir | = - &

Démonstration. 11 suffit d’adapter la preuve precedente :on con&dere la
méme foncion ¢ et 'ouvert V=<2 € C\ (Im(y1) U...UIm(vm)) | Z Ind,, (z) = }

On a UUV = C et on définit alors g : C — C par :

Z/ (zyw)dw si z € U
Z (w—2z)tdwsizeV

k=1 Wv

9(2) =

g est bien définie et on montre de la méme fagon que dans la preuve précédente
que g = 0.
Alors pour a € U\ (Im(fyl) U...UIm(vy,)) ona:

Z (w) —————dw = 2inf(a Z Ind,, (a f: w@)U dw.

k=1 Y Yk k=1 Yk
D’ou le résultat. O

Théoréme A.0.3 (de Cauchy). Soient U C C un ouvert et f : U — C une
fonction holomorphe. Soient vy, ..., vm des chemins fermés dans U tels que

Zlnd%(z):O Vze C\U.

Alors Xm:

k=1 Yk
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Démonstration. 1l suffit d’appliquer la formule intégrale de Cauchy n°2 (A.0.2)
a la fonction ¢g(z) = f(z)(z — a) qui est bien holomorphe sur U. O
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Annexe B
Topologie

Définition B.0.1. - Un espace métrique est précompact si, pour tout € > 0,
il existe un recouvrement fint de E au moyen de boules ouvertes de rayon €.
- Une partie d’un espace métrique est précompacte si l’espace métrique induit
associé est précompact.

Proposition B.0.3. Si (X, d) est un espace métrique précompact alors pour
tout sous-ensemble Y de X muni de la métrique induite notée d’', (Y,d') est
précompact.

€
Démonstration. Soit € > 0. [l existe z1, ..., 2, € X telsque X = |J By (xi, —).

2

=1

Considérons A = {2 € [1,n],Y N By (:l?i, g) # @}. Pour tout i € A il existe

y; €Y N By (xi, g) et on a By (xi, %) C Ba(yi,€). Ainsi, Y = |J By (v, €),
i€A

ce qui prouve que Y est précompact. O]

Théoréme B.0.4. Soit X un espace métrique. Tout partie relativement com-
pacte de X est précompacte. La réciproque est vraie st X est complet.

Démonstration. - Soit Y une partie relativement compacte de X et € > 0.

Alors Y = |J B(z,¢€) qui est un recouvrement ouvert de Y compact. Il
z€Y
— — n —
existe donc z1,...,x, € Y tels que Y = |J B(x;,€). Y est alors précompact
i=1

et puisque Y C Y, Y D'est également d’aprés la proposition (B.0.3).
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- Supposons maintenant que X est complet. Soit Y une partie précompacte
de X et (z,), C Y. On sait que Y est compact si et seulement si de toute
suite de Y on peut extraire une sous-suite convergente (dans Y'). Puisque
Y est complet, il suffit d’extraire de (z,), une sous-suite de Cauchy. Pour
cela, construisons par récurrence une suite (By)g de parties de Y vérifiant
diam(By) < k%q et une suite extraite (4k))r avec Ty € By sii > k. Consi-
dérons un recouvrement fini de Y par des boules ouvertes de rayon % Puisque
N est infini, au moins I'une de ces boules, que nous noterons By, vérifie que
I'ensemble Ny = {n € N | z,, € By} est infini.

Supposons données des parties By,..., By de Y vérifiant diam(B;) < 14%1
et qui sont telles que les ensembles N; = {n € N |z, € B;} sont infinis
avec N;11 C N; pour @ = 0,...,k — 1. Considérons alors un recouvrement
fini de Y par des boules ouvertes de rayon m N, étant infini, pour
I'une au moins de ces boules, que nous noterons By, I'ensemble Ny, =
{n € Ny, | x,, € Bgy1} est infini.

On peut alors trouver une fonction ¢ : N — N strictement croissante telle
que Vn € N, 24,y € B, . En effet, on choisit ¢(0) = min Ny et si ¢(k) € N,
est donné, on choisit ¢p(k + 1) = min{n € Ny1 | n > ni}. De plus, pour
i >k, ona N; C N donc x4y € By. Ceci achéve la récurrence.

On obtient alors que Vi, j > k, d(z4(:), Zo(;)) < diam(By) < 7. Ceci montre
que la sous-suite (z4(n))n est de Cauchy, ce qui termine la démonstration. [J

Lemme B.0.7. Soient F' un espace vectoriel normé, E C F un sous-espace
vectoriel de dimension finie et y € F.
Alors il existe x € E tel que ||z —y|| = d(y, E).

Démonstration. 0 € E doncd(y, E) < ||y — 0 = ||ly|, de sorte que d(y, E) ne
peut étre atteinte que sur B(y, [|y||)NE qui est non vide (car cette intersection
contient 0). Or Papplication d,, : z +— d(y, x) est continue et B(y, ||y|) N E est
compact comme partie fermée bornée de E qui est de dimension finie. Donc
d, atteint son minimum sur cet ensemble, ce qui correspond a d(y, E). O

Lemme B.0.8. Soit E un sous-espace vectoriel fermé strict d’un espace
vectoriel normé F'.
Alors Ve >0 3y € F tel que |ly]| =1 et d(y,E) > 1 —e.

Démonstration. Soient € > 0 et y; € F \ E. Alors il existe xg € F tel
que ||[xo — | < (1 + €)d(y1, E). Posons ya = y; — xy. Puisque zy € E,
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d(yo, E) = d(y1, E) et alors (14 €)d(y2, E) > [|zo — y1|| = [|y2]]-

On pose maintenant y = ”y—QH Alorsy € F, ||y|| =1 et si x € E alors :
Y2
Iy = ol = [ 22— = e = ool > ooy = el
Y- Y2 — [[Y2|| T Y2 — |lY21l T
lyall Al (1 + €)d(yz, E)
>d(y2, )
S 1
T 1+e
>1-—ce
[

Proposition B.0.4. Soient E et F' deux supplémentaires algébriques d’un
espace de Banach X. E et F sont des supplémentaires topologiques si et
seulement si E et F' sont fermés.

Démonstration. Supposons donc que E et F' sont fermés. Les espaces E et
F" sont complets car fermés dans X qui est complet. D’apres le théoréme du
graphe fermé, il suffit donc de montrer que le graphe de la projection P sur
E parallélement a F' est fermé. Soit donc (x,), une suite dans X telle que
r, — x € X et Plz,) — y € E.Alors (Id — P)(x,) — x—uy.

n—-+o0o n—-+00 n—-+o0o

Comme F est fermé, (z —y) € F. D’ou Px =y, ce qui prouve que le graphe
de P est fermé.

Réciproquement, si F et F' sont des supplémentaires topologiques, la pro-
jection P sur E parallelement & F est continue donc F' = ker(P) et £ =
ker(/ — P) sont fermés. O
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